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修订说明 


本书第一版是在1979年岀版的，至今已有三十年了。在1985年岀第二版 
时，内容上又增加了。这些年来,泛函分析这门学科又有了许多发展。但作为大 
学数学专业学生的教材，由于学时有限,在本科期间只能讲述其中的一部分。此 
次修订时对教材内容上并无改变,仅对一些印刷上的失误作了改正。另外本书中 
有许多习题，这次对这些习题中一部分补写了解答。上册对全连续函数之前的习 
题,下册到第五章第四节之前的习题作了解答。由于习题数量甚多，大体上也只 
有对一半习题作了解答。供作参考。 


舒五昌 
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本版保持了初版的思想体系和基本结构，从局部来看作了一定程度的修改。 
在编写初版时，我们对本书编写的思想体系和基本结构给予了较多的考虑。但由 
于某些内容过去就很少有作为基础课讲授的教学经验，另一方面也由于当时编 
写时间比较仓促，因此从具体内容处理的技术方面来看，确有必要进行一次较全 
面的、细致的修订。本次修订，是在作者对初版进行了两次教学实践和兄弟院校 
使用初版后提岀意见的基础上进行的。 

对于所作的变动，值得在此提岀的有： 1. 对于一般最常用的 Lebesgue 测度, 
它作为一般测度的典型地位比初版更加加强了，建立勒贝格测度过程的叙述系 
统了（与一般测度相同的证明省略，以免重复)，性质的讨论更加完整了，这有利 
于初学者对它的理解,也有利于讲授者在教学上的选择。 2. 在测度论中增加了有 
限可加非负集函数成为可列可加的充要条件，可列可加集函数的 Hahn 分解以及 
Radon - Nikodym 定理等。这样,作为测度论中基本内容的介绍就完整了。 3. 为了 
便于初学者对内容的消化,各章节的习题增加了一倍左右。泛函分析各章内容的 
变动相对来说要少一^点。 

正如上面所说，我们这次修订得到了不少专家、教师、读者的关心和支持，他 
们是中国科学技术大学、吉林大学、南京大学、华东师范大学、河北大学、山西 
大学、西安交通大学、重庆大学等校有关同志，我们在此一并表示衷心的感谢。 

作者 

1981.7.5 
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本书是根据1977年9月高等学校理科数学教材编写会议所通过的“实变函 
数论与泛函分析”课程教材编写大纲编写的。分上、下两册。 

上册是实变函数,主要是测度论和积分论（特别是勒贝格测度和勒贝格积分 
理论)。这是数学分析课程中微积分理论的进一步深入。同时,这一部分内容也为 
进一步学习分析数学中一些专门理论,如函数论、泛函分析、概率论、微分方程、 
群上调和分析等提供必要的测度和积分论基础。上册分三章。第一章介绍近代 
数学的基础——集与映照等有关的概念，同时也介绍学习实变函数论必须的直 
线上点集的概念和知识。（由于下册一开始就介绍一般度量空间，因此在上册我 
们就没有介绍 n 维欧几里得空间中的点集。）为了和数学分析衔接得更好一些, 
把本书中用到的数学分析中的极限论的一部分概括地写在§5中。第二章介绍测 
度论。由于一般测度理论已经成为概率论、泛函分析、群上调和分析等方面经常 
用到的基础理论，对数学专业的学生来说，它也许已经成为必须的基础知识。而 
且就实质来说,它并不比勒贝格测度论增加很多本质上的新困难，因此，在本书 
中做了一个 尝试: 不是先介绍勒贝格测度，而是一开始就介绍一般的测度，以勒 
贝格测度为典型的例子。虽然如此，在使用本书时，如果认为没有必要讲授一般 
测度，也可以在讲授时做一些改变,例如把本书中建立测度的整个过程仅局限于 
勒贝格测度,对一般测度的情况尽量少提及。第三章主要内容是介绍可测函数和 
积分理论。此外还介绍了单调函数、有界变差函数的一些重要性质,其中有关于 
单调函数几乎处处有有限导数的定理,这个定理本身是重要的,但是它的证明方 
法,不管是本书上用的 Riesz 引理或别的书上用 Vitali 引理、 Sierpinski 引理等, 
在别的数学分支中这套方法引用较少，已经不如过去那样显出有多大重要性，而 
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这个定理的证明又比较复杂，所以，如果教学时间较少，可以不必讲授这个定理 
的证明。 

下册是泛函分析。泛函分析是现代数学中一个较新的重要分支。它综合地运 
用分析的、代数的和几何的观点、方法研究分析数学中的许多问题。本世纪中叶， 
由于运用泛函分析这个 工具, 引起了偏微分方程论、概率论、群上调和分析的重 
大发展。泛函分析的概念和方法已经渗透到现代纯粹及应用数学、理论物理学、 
现代力学和现代 工程理 论的许多分支 一 除前面所列举的三个分支外，还有如 
计耸数学、函数论、大范围微分几何、现代控制论、量子场论和统计物理等方面。 
本书中只能介绍泛函分析的一些基本概念和方法。第四章为度量空间,主要是介 
绍一些基本概念。其中§8的不动点原理是微分方程理论和计算数学中常用的一 
个方法。在§10中简单地介绍了拓扑空间和线性拓扑空间某些概念。这部分，初 
学时可以放过不读。第五章§1 一 §5是介绍赋范线性空间中线性泛函和线性算子 
的几个基本概念和基本定理。§6介绍全连续算子的谱分解，以及近年来有关不变 
子空间理论的一些新成果,这一节可以放到第六章之后去学，如果时间较少也可 
以不学。第六章的§1-§3介绍 Hilbert 空间中最基本的投影定理、直交展开等。 
数学专业的每个学生都应该掌握这一部分内容。第六章的§4 一 §10,研究 Hilbert 
空间中算子谱分解，内容比较深入一些,它是为进一步学习微分方程论、概率论、 
泛函分析等方面专门理论提供基础的。第七章介绍了近三十年发展起来的广义 
函数，这过去在基础课教学中较少提及。我们觉得这部分内容不但有较广泛的应 
用，而且学了这部分内容后对数学分析课程中所学理论的进一步发展能有所了 
解，可以加深对数学分析的领会。 

总之,泛函分析这部分内容比过去国内一些大学（包括我校）在基础课教学 
中所曾讲授过的内容增加较多，这是为了适应我国科学技术现代化的需要。考虑 
到当前的实际情况,可能在基础课中学习泛函分析的时数不一定很多，使用本书 
时可以挑其中的部分内容进行讲授。我们觉得这些内容可以分成四组。第一组 
是最基本的 内容: 第四章§1 一 §5, §7, §8的大部分,第五章§1以及第六章§1 一 §3 
(可在十多学时中讲完)，如果教学时间少，可以只学这一组。第二组是对于计算 
数学专业比较需 要的： 为第五章§2的大部分，§4中有关共鸣定理的部分（可采 
用其中的证法二,而不学逆算子定理）和§5有关预解算子和谱半径的部分。这部 
分大约十学时，对于为进一步学习微分方程、积分方程理论的学生来说还需要第 
四章§9和第五章§6的大部分。第三组是满足进一步学习概率论随机过程理论 
所需要的：第六章§4 一 §7的大部分,对于进一步学习微分方程来说，除上述内容 
外，还要进一步学习§9,第四组是为了微分方程理论和广义随机过程理论需要， 
可学第七章。除去第一组是公共基础外，其余三组基本上是独立的（只有个别的 
概念或定理用到别组的内容时，可在讲授时补充说明或证明)。对于学习泛函分 
析的学生来说，学完上、下册可以算作具有最必要的基础。 




本书中印有小字的部分,初学者可以略过。 

本书约有三分之一取材于我们过去写的“实变函数论与泛函分析概要”一 
书。其余取材散见各书及论文。对编写本书影响较大的有陈建功著“实函数论”, 
P . Halmos 著“测度论”， M . 和 r. E . IIImjiob 著“广义函数论”, 

F . Riesz 和 B . sz .- Nagy 著“泛函分析”，那汤松著“实变函数论”等书。 

在完成本书时，我们感谢参加审查本书初稿的吉林大学,南京大学，上海师 
大,河北大学,杭州大学的同志。他们曾经对本书提出过许多宝贵的意见。特别 
是吉林大学 江泽坚 教授自始至终对本书的编写工作十分关心和支持，提出大量 
的重要的、有启发性的意见，使本书生色不少。我们在此表示衷心感 i 射。我们还 
要对曾参加编写本书有关工作的我校数学研究所和数学系部分教师、研究生一 
并致谢。 

由于我们水平的限制,加以时间较紧,又由于“四人帮”的破坏,十年来无法 
进行本门课程的教学实践，因而经验较少，本书一定存在不少缺点。殷切地期望 
同志们、读者们随时给予批评和指教。 


编 者 

1978年国庆节于复旦大学 
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§1.1 集和集的运算 

1. 集的概念 在现代数学中，集的概念已被普遍地采用.通常把具有某种 
特定性质的具体的或抽象的对象的全体称做 集合， 或简称 为集, 其中的每个对象 
称为该集的 元素. 

例如,在代数学中，群、环、域等都是某种集,这种集的各个元素之间具有一 
定的代数 关系； 在几何学中，直线、曲线、曲面等都可以看作是由点所组成的点 
集; 数学分析中的实数集、连续函数集、某函数的定义域等都是常用的集. 

集是数学的一个基础概念.集论 ® 是研究集的一般性质的，属于数学基础的 
一个分支.关于集和元素的严谨的定义属于集论的研究范围，这里不予涉及. 

以后我们常用大写字母 A ， 5"，…表示集,而用小写字母 a ， b ， x ， y ， ….表 
示元素. 

对于一个集4来说,某一对象 z 或者是集4的元素——这时，我们说 I 

属于八记为 x e A ] 或者: r 不是集 A 的元素 - 即: r 不属于记为: rl 4; 二 

者必居其一\ 

当集4是具有某性质 P 的元素全体时，我们往往用下面的形式来表示儿 

A = { x \ x 具有性质 P }. 


①集论的重要文献首先是德国数学家 G . Cantor (康托尔）在19世纪末发表的，后来逐步发 
展成为数学的一个分支，集论中的某些概念和结果已成为近代数学中许多分支的基础. 
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例如方程 P - 1 = 0的解 X 的全体组成的数集是 { x | x 2 -1 = 0}. 如果能够明 
确写出集4的所有元素，也可以都列举在大括号里面，例如上面这个数集就是 
{1,-1}. 有时我们也把集 eE , X 有性质 n 改写成 五卜 有性质 P ). 例如 
设 / Or ) 是五 上的一个函数， C 是一个实数，我们把集 G E , f ( x ) ^ c } 写成 
E ( f ( x ) ^ c ). 

下面我们研究集的关系. 

如果集4的元素都是集 B 的元素，那么称4是 B 的 子集， 记作 A C 读 
作 A 包含在 B 中，或记作 BdA , 读作 B 含有 A 显然 ， Ac A 有时为研究问 
题的需要,我们引入不含有任何元素的集合，称为 空集， 记为 0. 例如是实 
数且 y + 1 = 0} 是一空集.我们规定空集是任何集的子集.如果4 C 而 B 
中确有元素6不属于儿称4是 B 的真 子集. 例如4是平面上以正有理数作 
半径的圆的全体， B 是平面上所有圆的全体,那么4是 B 的一个真子集. 

如果 ACB , 而且又有 BCA , 这时 A B 由相同的元素组成,就是同一集, 
称 A 等于 B (或 B 等于 A ). 记作 A = B ( 或 B = 4), 例如 { x \ x 2 -1 = 0} = 
-!}• 

2. 集的运算设 為 B 是两个集，由集4同集 B 的一切元素所组成的集 
称作乂同 b 的 和集或并集， 简称为“ 和”或 “ 并”， 记作(如图 1.1); 由所 
有既属于集4又属于集 B 的元素组成的集，称为4和 B 的 通集或交集, 也简 
称为“ 通”或 “ 交”， 记作(如图 1.1). 



AUB AHB 


图 1.1 

完全类似地可以定义任意个集的和集及通集.设 { A a |a G N } 是任意一组 
集,其中 a 是集的指标,它在某个指标集 iV 中变化，由一^切 A a (a G N ) 的所有 
元素所组成的集称作这组集的和集，记作 u 也记为 E 同时属于每 

aeN aeN 

个集 A a (a G N ) 的一切元素所组成的集，称作这组集的通集，记作 p 4或 

aeN 

n 4 

ot^N 

应该注意，由若干个集构成和集时，同时是两个或两个以上的集所公有的元 
素在和集中只算作 一个. 另外，当4门 b = 0时,我们又简称为4与 b 不交.当 
Af]B 一 0时,简称为4与 B 相交. 
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不难证明“和”、“通”运算具有下面一些 性质： 

1。 Aij 乂 = 乂，乂 n 乂 = 乂（和、通的幕等性)； 

2。 = 4 ( 空集是加法的零元)； 

3。 = (和的交换律)； 

A^B = B{^A (通的交换 律)； 

4。 04| JB)UC = 4 U ( BUC ) (和的结合 律)； 

( AnB)nc = An ( Bnc ) (通的结合律） 

5 ° 04 ijB ) nc =04 nc ) u ( Bnc ) (分配 律)； 

6°如果 ACB , 那么对任意的集 C 成立着 

A[jCc B \ JC , Af]Cc Bf]C (和、通的保单调性). 

在集合之间，除了上舍的“加法”和“乘法”以外，我们再引入减法：设 A 丑 
为两个集，由集4中不属于 B 的那些元素全体所组成的集，称作集4减集 B 
的差集，记作4 B 或 A\B (注意，这里并不要求 AdB ). 当 B c 4时,称差 
集为 B 关于4的 余集，记作 Z A B . 当我们只讨论某个固定集4的一些 
子集 B B 寸,常简记4 B 为妒或 C ( B ), 并称它是 B 的余集. 

“减法”运算（或称求余运算)，显然有下面的 性质： 

7。 如果 AcB , 那么 A-B = 0 ; 

8。 （4-5)门0=04门(7)-(万门(7)(“ 减法” 分配 律)； 

9° ( C -4 )-B = C -04 UB ); 

10。 如果 AcC , BcC , 那么 A —B = 

我们称集 （4 - B ) U(B - 4) 为集 4 和集 B 的对称差， 记作 AAB. 

11。 A]JB = ( AAB ) | J ( AHB ). 

以上这些性质都可以从集的“包含”、“相等”、“和”、“通”以及“差”的定义 
推导出来，其中有些还可以推广到任意个集的一般情况，这里不一一证明.图形 
可以帮助我们较直观地理解和记忆一些概念，或者启发我们思考问题，是学习中 
的一种有效工具，以后将经常采用.但是必须指岀，决不能把图形的示意看成定 
义，或者定理的证明.因为定义必须要用确切的文字叙述，而定理的证明是必须 
经过严密的逻辑论证. 

下面介绍两个有用的公式—— 和通关 系式： 

设 S 是任意一个集， { A a |a G N } 是任一族集,那么有 


12° 5 - |J = 

=Pi (夕 _ o; 

(1.1.1) 

a£N 

a£N 


13 。 S- f]A a = |J (S-A a ). 

aeN aeN 

(1.1.2) 



• 4 • 


第一章集和直线上的点集 


用文字叙述，就是：和集（关于的余集等于每个集（关于的余集的通集 
(12。)， 而通集（关于 S ) 的余集等于每个集（关于 S ) 的余集的和集 （13。） （如图 
1 . 2 ). 



S-iA x \JA 2 ) S-{A^A 2 ) 

图 1.2 


现在来证明和通关系式 （1丄1) 和 (1.1.2). 

首先， (1.1.1) 式左边是属于 S 而不属于任何一个 A a (a e N) 的元素所成 
的集，因而它属于每一个集 S - A a (a G TV ), 所以左边是右边的 子集； 完全类似 
地可以说明右边也是左边的子集.这样， （1.1.1) 式两边的集相同.类似地可以证 
明 （1.1.2) 式， 希望读者自己进行分析和论证.但为帮助读者熟悉论证和表达的 
方法，我们把证明过程详细写岀来.这是用集论方法论证时常用的方法.读者可 
以仿此证明上面各条性质1° 一 11°. 

现证 （1 丄 1) •记 S-[j A a ^jP, f | OS - A a ) 为 Q . 这样，只要证明 P = Q. 

aGiV aEN 

i^xeP, 按定义有 x e S 而且成 |J 因此,对每个 a e 7V，x^4 a ，因 

aeN 

而 X e S - A a (a e N). BP X G Q . 这就是说，凡 P 中的元素都属于 Q ， 所以 
PcQ. 

反过来，设 x G Q, 那么对任何 a e TV 有： r G S - A a ，即: r G 而且 
xeA a (a e N), 因此成 |J 所以 a S - |J A = P， 这就是说，凡 Q 中的 

aG^V aEN 

元素必属于 P ， 所以 QcP . 综合起来就得到 

P = Q. 证毕 


(1.1.2) 的证明是类似的，略去. 

强调指出， （1.1.1)， （1.1.2) 式中并不要求 S 包含每个 A a (a e N). 

3. 上限集与下限集 设 4 戌，…，…是任意一列集.由属于上述集列 
中无限多个集的那种元素全体所组成的集称为这一列集的上 限集, 记作 A n 
或 limsupA n ; 而由属于集列中从某个指标 n 0 ( x ) (这个指标不是固定的素 




X 有关）以后所有集人的那种元素 X 全体（即除去有限多个集外的所有集人都 
含有的那种元素）组成的集称为这一列集的下 限集， 记作 to 或 liminfA n . 

n-^oo 71 

显然， 

oo oo 

n An C lim A n C lim A n C \ \ A n . (1.1.3) 

n=l n — 00 n —°° n=l 

例 1 设 A n (n = 1,2,...) 是如下一列 点集： 

乂 2 n+i = 0,2 - — ^ 1 ,n = 0,1,2, • •. , 

Mrt = 0,1 + ^- ，n = 1,2,3, ••• , 

2 n 

0 ^ J 

我们来确定 { A n } 的上限集和下限集. 

OO OO 

因为人 C [0,2 )(n = 0，1,2,...), 所以 [J A n C [0,2) (其实是 [j A n = 
[0,2)). 根据 （1.1.3) 式，只要考察 [0,2) 中哪属于 lim 或即可. 

n—>oo n— >00 

显然， [0,1] C A n (n = 0,1,2, •••), 所以 lim A n D [0,1]. 而对于 (1,2) 中的任何点 
x , 必存在自然数 n 0 ( x ), 使当 n > n 0 ( x ) 0 t , 




即当 n > n 0 ( x ) 0 t , xeA 2 n , 但 x € A 2 n + i . 换句话说,对于开区间 （1, 2) 中的; r ， 
具有充分大奇数指标的集都含有 A 从而 { A n } 中有无限多个集含有 A 而充分 
大的偶数指标的集都不含有 A 即 { A n } 中不含有 z 的集不是有限多个.因此， 


EE A n = [0,2), Hm A n = [0,1]. 

n— 00 n-^oo 

例 2 设人 = |o，l + il ， n = l ,2,3,.... 类似于例 1 中的讨论，立即得到 
_ n _ 

lim A n = lim A n = [0,1]. 

n—Tl 一 >QO 


集列 { A n } 的上限集与下限集都可以用集列{人}的“和”、“通”运算表示 


出来，它们的表达式是 

OO oo 

lim A n = II Am 

n—00 11 、^ 

n=l m=n 

00 00 

lim 乂 n = U 厂'| 乂 m 

n ~^°° n=l m=n 


(1.1.4) 
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现在证明第 一式： 记 P =冗 4 n ,Q = M A m . 对于 P 中的任何元素 

x , 由上限集的定义， x 属于 { A n } 中无不妨设 x 同时属于集 
人 ，4 nfc ，… ( n fc < n k+u k = 1,2,3,...). 因此，对任何自然数 n , 当 

OO OO OO 

> n 时 ，: r e 4 nfc C IJ 人所以 x G H U Amj 我们得到 p C Q , 反 

jYt — 打 — 1 JYI — 7T, 

过来，在 q 中任意取一个完素仏今证明在 ^4 n ； r 中必有无限个集同时含有％ 
事实上，取 n = 1,因为2/ e 0 A m , 所以必存在自然数 7 M 使得 w e 人 1; 其 

m=l 

次，又因为2/ e 0 ，所以必存在自然数 n 2 > m ， 使得2/ e 人 2; 这样的 

m=ni + l 

手续一直进行下去，得到一列自然数 { n fc }, m < n 2 < …< % <…，而集 
4 ni ，人 2 ，…，人 fc ，…等都含有 元素％ 因此 ， w e P . 于是又有 Q c 总起来 
得到 P = Q. 

读者可以完全类似地证明第二式. 证毕 

如果从有关^本身所具有的含义去理解，等式 （1.1.4) 的成立是很明显的.事 

实上， 集凡 = [] 4正是使命题“集列 { A m } 中从第 n 号以后必有集包含它” 

m=n 

成立的元素全体.而5队是使命题“一切 B n (n = 1,2,3,…）都包含它”成立 

n=l 

的元素全体.因此，集5 就是使命题“对任何 n , 集列 { A m } 中必存在 

第 n 号以后的集包含的元素全体.显然,命题“对任何 n , 集列 {1} 中 
必存在第 n 号以后的集包含它”和命题“集列 {A m } 中艮个集包含它”等 

价，所以 Pi U ^ ^ 用同样方式可以考察0 3 _ An . 

n=l m=n 爪―⑴ n =l m=n m—oo 

由和通关系容易得到： 

14 。 设 {A n } 是任意一列集 ， S 是任意一个集,那么 

S- Um A n = (5- A n ), (1.1.5) 

n—oo n—oo 

S- ns A n = lim (5-A n ). (1.1.6) 

n ― ^OO 77 , ― ►OO 

如果集列 { A n } 的上限集和下限集 相等： 

lim A n = lim A n , 

n ― ^oo n—>oo 

那么就说集列 {A n } 收敛.这时，称 A = _ Hr ^ A n = A n 是集列{人}的极 

限（或极限集)，记为 A = lim A n . 

71—^00 
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如例2中的集列0，1+|，71 = 1，2,3，〜就是收敛的，它的极限是[0，1]. 
单调集列 如果集列满足 

义71 〔 ^71+1(^71〕义71+1)， 几 = 1，2,3，...， 

那么称 { A n } 是单调增加（减少）集列.单调增加与单调减少的集列统称为单调 
集列.容易证明:竿调隼烈晕吹筚昀. 

如果 { A n } 是单调增加的，那么 


lim A n = I J • 

n—►oo 

n=l 

oo 

事实上，对任何 : r G | J 人，必有某个 n 0 , 使得^ G A no . 但是人 C 

71=1 

OO 

<A n +i(7l = 1 ， 2,3 ，...）， 所以 T G <A n (7T/ > 几 0 )， 从而 ^ ^ lim 义 n ， 艮 P U C 

n — 00 n=l 

oo 

Hm A n . 再根据 （1.1.3)， 立即得到 lim A n = \ \ A n . 

n—oo n^oo 

类似地，如果 { A n } 是单调减少的，可以 

OO 

lim A n = C \ A n . 

n—►oo 1 1 

n=l 

4. 函数与集 设 x 是一个不空的集，如果 / 把 x 中的每个元素 i 都对应 
于一个实数（或复数） f ( x ), 我们便称/是定义在 X 上的实（或 复）函数， 有时也 
记为/ ㈠ . 和数学分析完全类似，我们可以定义一般集上的两个函数/、^的和 
/ + 9、差/-^积 /. 仏以及绝对值函数|/|等，同样还可以定义函数列 { f n ( x )} 
的收敛等.与过去唯一不同的只是现在的自变量: r 是在一般的集合 X 上变化， 
而不一定是在实数集或复数集中变化. 

在实函数论中，利用集来分析函数性质时，常要用到下面类型的集.当集五 
上的一个实函数/给定以后，对于任意给定的实数 c ， 按第一段中所说的记号， 
我们记 


E(f ^ c ) = { x\x e E , f ( x ) ^ c }, 

E{f > c ) = { x\x G E , f ( x ) > c } 

等，它们都是由 / 决定的，而且是与/有密切联系的集.为了后面第三章的需 
要，我们现在先让读者对这些集的性质、运算作一些了解和准备.例如它们有如 
下一些关系式： 
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1。 E(f ^ c )[ jE(f < c ) = E , E(f ^ c ) f ] E(f < c ) = 0; 

2。 E ( f > c ) f ] E(f ^ d ) = E ( c < f ^ d ) (这里 C < d ); 

3。 E ( f 2 > c )= E(f > yfc ){] E{f < — v /5) (这里 c ^ O ). 

这些性质，读者无须记住它，重要的是要逐步熟悉这种处理方法. 

4。 E ( f > c )= (1.1.7) 

n=l \ / 

证我们证明等式 （1.1.7). 当 : c e 五 (/ > C ) 时，/( X ) > C ， 所以必有自然数 

n , 使得/ ㈤ 彡 c + i ， 因此 xeE ( f ^ c +-\ 即等式（1丄7)的左边的集包含 
n \ n ) 

在右边集中. ⑴ 

另一方面，如果 : c G 必然存在某个 n, 使 X e E(f > 

c + q ， 这时自然有/ ㈤ > C ， 所以 xeE ( f > c ). 也就是说 （1.1.7) 右边的集也 
n / 

包含在左边集中.所以 (1.1.7) 成立. 证毕 


5°设实函数列 {/ n } 有极限函数/，那么 

oo ( 1 

E(f < c )= p | lim Elf n ^ c -\~- 


( 1 . 1 . 8 ) 


证如果 : r G E (/ < c )， 那么对任何自然数 k ， f ( x ) < c + -. 因为/⑷是 
fn ( x ) 的极限，所以必有自 然数从 使得当 n 彡 7 V 时， f n ( x ) < c + i 这就是说， 
当 ■时 ，: reE (/ n < c + BP 


x e lim E [ f n ^c + 


因此 (1.1.8) 式左边的集包含在右边的集中. 


反过来，如果 


G Q lim E (l ^ c -\- - \ 那么对一切 A :， 


x G lim £； / n ^ c +-, 这时必有自然数 W ， 使得当 n ^ N k x e 

n—oo \ AC / 


E yfn 彡 c + [ j ， 即 fn(x) ^ C+-. 令 n -> 00, 因而对一切自然数 A :， /(X) 彡 c+^. 

令 A : -> 00 ,就得到/ ㈤ < a 这就是 xeE ( f ^ c ). 因此 （1.1.8) 的右边含在左边 
集中.所以 (1.1.8) 成立. 证毕 


注意 (1.1.8) 式右边的每个集改为 E\^f < c +- j 也是成 立的. 而左边的 
集却不能改为五 (/ < c ). 



像这样由函数所产生的集的关系式可以举出很多，读者自己也可以列举并 
加以证明.用点集分析的方法来研究函数时，离不开这些重要的集以及它们的关 
系式.反过来，有时也常会遇到要用函数来研究集的性质.下面的特征函数便是 
这方面的一个重要例子. 

5. 集的特征函数 设 X 是一个固定的非空集，又设4是 X 的一个子集. 
作 X 上的函数 

f 1 ，当 xe A ， 

Xa { x ) = ^ 

[0, m X e A , 

称 XAW 为集 4 的特征函数. 显然子集4和它的特征函数之间的对应是一对 
一^的. 

特征函数与集之间有下面一些常见的重要等价关系： 

1。 A = X 等价于 xa ( x ) = 1 ;A = 0 等价于 xa ( x ) = 0. 

2。 Ac B 等价于 Xa ( x ) < Xb ( x )] 

A = B 等价于 xa{x) = xb{x). 

3° X U A a ( x ) =maxxA Q (a：),X f| A a ( x ) = minXA Q {x). 

a eN aeN d e 'N aeN 

4。设{人}是一列集，那么① 

xn ^ A n ( x ) = ^ XA n ( x ), 

n—►oo 71 ~ >00 

X Hm A n (^) — lilH XA n { x )> (1.1.10) 

n—>oo 71 ― ►OO 

证 性质 1° 、 2° 、 3° 的证明留给读者完成.我们只证明4°的第一式 （1.1.9) 
((1.1.10) 可类似地证明). 

如果 A ( x ) = ^那么 T e K 人.这就是说序列 { A n } 中必有无限个 
集包含 A 数列 {XA n (x)} 中必有无限个是 1. 因此，= 1. 把上 
述推导的顺序反过来也就证明了：如果 ^^XA n (x) = 1,那么 X a u ( x ) = 1 - 
所以使函数 J 5 m ^ XA n ( x ) 取值为1的元素与使 X 11^ A n ( x ) 取值^ 1的元素一 
致.但函数 a ( x )^ ^ - XA n (x) 的值不取1嚴取0,因此 X 中使这两个函 

iiiii 八 71 ^2 — >00 

数分别取值<~0°°的元素也一致.所以这两个函数完全相等. 证毕 

由4°立即得到 

5°设 { A n } 是一列集，那么极限 lim 存在的充要条件是 lim XA n ( x ) 

存在，而且当极限存在时 n_>0 ° n ^°° 

X lim A n ( x ) = lim XA n ( x ). 

n—>oo n ― ^00 

①数列 {an} 的上限和下限 ( n l^a n ) 可参见本章 §1. 5 . 
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习题 1.1 


1. 证明： W AC ]( B [ jC ) = ( AnB )[ j ( AnC ); 

(ii) A\J(BnC) = (A\jB)r\(A\JC). 

2. 证明 ： （ i) A-B = A - Ap{B = ( A [ jB )- B ; 

{ ii ) An ( B - c ) = AnB - Anc ； 

(iii) ( A - B)-C = A -( B \ JC ) ] 

( iv ) A -( B - C ) = ( A - B ) \ J ( Ar \ C ); 

( v ) (A - B ) n(C - D ) = Af)C - ( B [ jD ); 

(vi) ( A - B ) U(C - D ) D ( A \ JC )-( B \ JD ); 

(vii) (A - B) |J(C -D)c(AlJC)-(Bnn )； 

( 举例说明 （ vi) ，（ vii) 的包含号 3 与 C 不能换为等号） 

(viii) A — (A — B) = A f]B. 

3. (i) 等式 （A — B) |J C = A _ (B — C) 成立的充要条件是什么？ 

(ii) 证明 ： （A |J B) - C = (A — C) |J(B - C ) ， 

欠一 = (A — B ) f](A — C ). 

4 . 证明 ：⑴ (u b = u - B ); 

\aeN / aEN 

(ii) (n b = 

\aeN / aEN 

5 . 设 {A n } 是一列集， 

(i) B 1 =A u B n = A n - A^j (n>l). 证明 {B n } 是一列互不相交的集，而 

n n 

U ^ ~ U n = 1,2, 3,… • 

U =1 U=\ 

(ii) 如果 {A n } 是单调减少的集列，那么 


Al = (Ai — A2)U ( 乂 2 — A3)U • . . U(^7i — Ai+l)U . • • U 



并且其中各项互不相交. 

6 . 设 A2n-i = ^0, — ^ , A2n = (0, n ), n = 1,2,3,… ， 求出集列 { An } 的上限集和下 
限集. 

7 . 设 { fn ( x )} 是区间 E = [ a ,6] 上的实函数列 


fl(x) ^ f 2 (x) d fn(x) 彡…， 

又设 fn ( x ) 具有极限函数 f ( X ). 证明对任何实数 C ， 

oo 

E(f(x ) 〉 C ) 二 U E(fn(x) > c). 
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8. 证明： （ i ) AAB = ( AC \ B c )\ J ( A c C \ By , 

( ii ) A\jB = ( AAB )] J ( AnB ); 

( iii ) Xaab(x) = \xa(x) - xb(x)\] 

( iv ) AAB = {x\xa(x) ^ Xb(x)}. 

9 . 设 /, p 是五上的函数， c ， d 是任何实数,证明 

( i ) E(f > c )] JE ( f 《 c ) = E ， E(f ^ c ) = E(f > c )\ jE(f = c ) ] 

( ii ) E ( f > c ) nE(f = c ) = 0] 

( iii ) 当 c < d 时， E ( f > c)A 五 (/ ^ d ) = E ( c < f ^ d ); 

( iv ) 当 c 彡 0 时， E ( f 2 > c ) = E(f > y /^)\ JE ( f < -执 

( v ) 当 / 彡 y 时，五 (/ > c)D E(g > c ). 

10 . 设集 E 上的实函数列 {/n} 及 / 具有性质 fl ( x ) ^ f 2 ( x ) 彡…彡 fn ( x ) 彡…，并 
且 lim f n ( x ) = f ( x ). 证明 

n— kx> 


E(f ^ c) = P| E(f n ^c) = lim E[f n ( c). 

1 1 n—►oo 

71=1 

11 . 设 / 是定义在集五上的实函数， c 是任何实数，证明： 

oo 

(i) E(c ^ f(x)) = |J E(c ^ f(x) < c + n); 

71=1 

OO OO 

(ii) E= [j E(-n ^ f(x)) = |J E(f(x) < n); 

n=l n=l 

(iii) E(f <c)= 

12 . 设久是固定 _， ACX , X a(x) 是集 A 的特征函数，证明: 

(i) A = X 等价于 xa(x) = 1,A = 0 等价于 xa(x) = 0; 

(ii) Ac B 等价于 xa(x) ^ Xb(x); 

A = B 等价于 x^(^) = Xb{x)\ 

(iii) X = maxxA Q (x); 


X = ^ N XAa ^ 

( iv ) 设 { An } 是一列集，那么极限 lim An 存在的充要条件是 lim X A n (x) 存在，而且 

71^00 71^00 

当极限存在时，有 

X lim A ( x ) = lim XA n (x). 

n—^oo 71 n^oo 

13. 证明“和通关系式” 

S - f ^ A a = |J ( S - A a ). 

aEN aEN 

14 . 设 F , Ei 及 E 2 是 X 的任意三个子集，记八 = Fn (^ in ^2 c ) c , 证明： 

⑴ Fi p | pi E2 = f a 五 1 a 五 2 ; 

( ii ) F 1 C [ Eif ] E ^ = 0; 
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( in ) 

( i V ) a 门砑门五 2 c = f 门罚门五 2 c . 

§1.2 映照与势 

正如 §1.1 所说，作为数学分支的集论本身，它的内容还是相当丰富的，介绍 
集论的基本内容不是本书的任务.但为了本书后面的需要，我们将在本节中对集 
论中常常被用到的最初步的势的知识作一介绍. 

1. 映照 前面我们已叙述过一般集上的函数概念.我们现在介绍比函数概 
念更一般的集之间的另一种关系 一 对应关系，它是函数关系的推广. 

定义 1.2.1 设八万是两个非空集，如果存在一个规则 A 使得对于4中 
任何一个元素 ％ 按照规则 p ，在 B 中有一个确定的元素2/与 x 对应' 记为 

(p ： 

那么称这个规则 W 是从4到 B (中）的映照（也称为映射)，元素2/称作元素 x 
(在映照 W 下）的像，记作 y = cp ( x ), 或2/ = 对于任一个固定的2/，称适合关 
系2/ = 的工全体为2/ (在映照 p 之下）的原像,记为^ _1 (2/).集 A 称作为 
映照 W 的定义域，记为切⑼或鳥.设 C 是 A 的子集， C 中所有元素 x 的像2/ 
的全体记为 pC 或 cp ( C ). 称它为集 C 的像，称 < p ( A ) 为映照^的值域，常记为 
^). 有时也常把从切(⑷= 4到 C B 的映照 w 写成 

(p I A —> B. 

如果 (p : A —> B,D C B , 那么称集 { x \( p ( x ) e D^x e 切⑼}为 D (在映照0 
之下）的厚谭，记为 ^ p -\ D ). 

如果 ^( A ) = B , 就称 p 是4到 B 上的映照，又称为4到 B 的满射.显然， 
如果 W 是4到 B 上的映照，那么 p 是4到 B 中的映照，但其逆一般不真. 

特别地，如果值域 B 是一数集（实数或复数集)，这时映照^就是前面说的 
定义在集4上的函数.如果 A B 都是数集，它们之间的映照就是数学分析中所 
研究的函数了.由此可见，映照概念实际就是函数概念的推广. 

映照是一个相当普遍的概念，除了普通的函数是一种映照外，其他的，如定 
积分可以看作可积函数集到数集中的映照，求导函数的运算（微分）可看作可微 
分函数集到函数集中的映照，而线性变换就是 n 维向量空间到 n 维向量空间的 
映照； 又如代数学中的同态映照、同构映照等.从更广泛的意义上说，任何一种 
运算也可以看作是映照.事实上，如实数的加法运算“+”，就可视为平面点集到 
直线点集上的一个映照 ^：( a ,6 )^a + 6. 再看几个映照的具体例子. 

①本书中一般不讨论“多值”映照. 




例 1 设 A = (-00, +00)， B = (-00, +00 )， 符号函数 

1 ， x > 0, 

sgn a; = < 0, x = 0, 

—1， a ; < 0， 

是 4 到 B 中的映照. 

例 2设4是平面上所有圆组成的集合， B 是平面上所有点的全体，令# 
表示圆与其圆心之间的对应 ，(^ 就是4到 B 上的映照. 

例 3 设 D 2 是直线上的二次可微函数全体， B 是直线上的函数全体， a ， 6, C 
是常数，定义 D 2 到 B 中的一个映照 p 如下： 

(p : f(x) a ~^ 2 f( x ) + + C /W，/ G 乃 2 . 

当 a _ 0 时称 p 为二阶微分算子， 简记为 cp = a ^2 + + c * 

例 4设 P 是 n 维欧几里得空间 ， K 是给定的 n 阶方阵，作 P 

到五 n 中的映照 p 如下： 

(p : x ^ Kx^ x G E n ， 

其中 x = (^ • • • , x n ) T , 这里 T 表示矩阵的转置，又 

In \ T 

y = = Kx= I ^2 k u x j , … • ， XI ^i X 3 I 

y=i j=i / 

例 5 设 C [0,1] 是区间 0 < t < 1 上所有连续函数全体，五 1 是直线 -00 < 
X < +00，$0是[0, 1] 中的一个定点，作映照 

^ ^ /(^ o ), / G C [0,1], 

则 P 就是 C [0,1] 到 五1 上的映照. 

2 . 映照的延拓 映照和它的定义域有关.在小范围有意义的映照，在较大 
的范围内未必有意义. 

定义 1.2.2 设⑽ 分别是定义域各，焉到 B 中的映照，如果％ C % 
而且对于义中的每个元素 x 成立着 

☆(X) = (p(x), 

即0 与 P 在％上一致，就称映照 4 是映照#在※上的 延拓， 记成 p C 也这 
时称 <p 是 # 在％ 上的 部分或限制， 记为# =刈％. 




• 14 • 


第一章集和直线上的点集 


例6 设 f ( x ) = sinx , 0 < x < Ji ; 又设 g { x ) = | sinx |, —oo < x < + oo , 那么 
g ( x ) 就是/ ㈤ 在 (-00,+00) 上的延拓，即/ = ^|[ 0 , jt ]. 

例 7 设/⑷= Y ^ z n ，| z | < l , g { z ) = t—~^ z ^ 1 -解析函数 〆 幻就是 
f { z ) 的 延拓. 71 

完全类似地可将复合函数的概念拓广，定义 ^^2 的复合映照概念如下： 

定义 1.2.3 设外 ： A — B — C ， 作 A 到 C 的映照 p 如下，对任 

m X e A , ( f ( x ) = ( p 2 (( fl ( x )), 称 W 是的复合 映照， 记 (p 为 P 2 O ( fl . 

3. 一一对应 在各种映照之中，我们着重讨论一对一的映照. 

可逆映照 设 W 是 4 到 B 中的映照,若对每一个 y e 中只有一个 

元素: r 适合= 2/, 就说^ 是可逆映照或一对一的映照 （又 称为单射). 换言 
之，对 A 中任意两个元素 x ly x 2 , 当 : ri /❽时，必有 ^(^ i ) 7 ^ ^(^ 2 ), 那么#就 
是可逆映照. 

例如 (— oo , + oo ) 上的函数 ( p ( x ) = sinx , ^( x ) = ： r 2 都 
不是 （- oo ,+ oo ) 到 (- oo , + oo ) 中的可逆映照.显然，任何 
一 个严格单调函数都可以看成它的定义域到值域中的可逆 
映照.又如（0，1]上的函数（如图 I . 3 ) 

x, 0 < x < 1, 

0 , x = 1, 

图 1.3 

是（0，1]到[0，1]中的可逆映照. 

定义 1.2.4 设 W 是集 A 到集 B 上 的可逆映照，则称 W 为 A 到 B 的 一一 

对应（或双射). 

换句话说，^是4到 B 的一一对应意味着对于4中任何一个元素 a ， 有唯 
一的6 = w ( a ) e 而且对 B 中每个元素6,必在4中有唯一的元素 a ， 适合 
b » 

例如上面的函数 〆X )就只是（0，1]到 [ o ， i ] 中的可逆映照，而不是 （0,1] 到 
[0，1]的一一 对应. 这是因为[0，1]上的点1找不到原像•但 〆 : C ) 却是（0，1]到 
[0, 1) 的一一对应.其实 ，^ 一荦晕 m 深⑼昀一一对庳. 
逆映照 设#为 a 到 b 的可逆映照. 

(p : A = ^((p) ^(^p) C B. 

我们作深(^)到 S ^(( p ) 的映照 # 如下： 

如果 (p : x ㈠ y , x e ^{( f),y G %(#)， 






我们便令 
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% 1 ) : y x . 


由于^是可逆的，根据可逆映照的定义，对于每一个％与它相应的: c 是唯一的， 
因此4 实现了从涿到上的映照，我们称4为 p 的逆 映照， 记4为 


cp- 1 : ^((f) — > 

显然，= 深 {( f )， 深 [( f - 1 ) = 

因此可逆映照必有逆映照.逆映照是反函数概念的拓广. 

9 的逆映照用记号 p - 1 ， 在集 D 的原像中也出现记号^ 1 ,在今后 
发生混淆的地方，我们将在行文中交待 W - 1 记号的具体含义. 

例如,任何一个严格单调函数/ ㈤ 的反函数 r \ x ) 可以看成映照/ ㈤ 的 
逆映照.又如 A 是[0，1]上具有连续导函数而且在0点其函数值为0的函数全 
体， W 是求导函数这个映照，即 


d 


W : /⑷ h # ㈤ ，,(啦 A 

显然^是4到 C [0,1] (见例 5) 的一一对应，而其逆映照就是求不定积分 


1 : g ( x ) ^ g ( t ) dt . 

Jo 


设 X 是一固定集， I 是 X 的子集的全体，，是定义在 X 上的特征函数 
的全体，作映照 


( p : A ^ xa , AcX . 

它就是^到乂之间的一一对应. 

恒等映照设 4是一个集，称集 A 到^ 4上的映照 

(p : x 


是4上 的恒等映照. 

显然，恒等映照是4到4的一一对应. 

4. 对等 现在用一一对应来建立两个集的对等概念.对等概念是建立势理 
论的基础. 

定义 1.2.5 设 A , B 是两个集，如果存在一个4到 B 的一一对应 a 那么 
称集 A 与集 B 对等 （或相似)，记为 AitB , 或简记为4〜规定空集0 和自 
身对等. 




• 16 • 


第一章集和直线上的点集 


例如，奇数集0 = {1，3,5，... ，2 n - l ，...}， 偶数集五={2,4,6，... ，2 n ，...}， 
自然数集 iV = {1，2,3,…， n ， … }. 显然 (pi : 2 n(n = 1，2,3,…），外： 2 n — 

2 n - l ( n = 1，2,3，...），外 0 外分别是 TV 到五 ，五到 0， iV 到 O 的——对应，因 
此它们彼此对等. 

显然，对等关系“〜”具有下面三个基本 性质： 

1。 A 〜 A (自反 性)； 

2 。 若4〜则 B 〜 4( 对称 性)； 

3。 若 A 〜〜 C ， 则 A 〜 C (传递性). 

由此可知，对等是一种等价关系（等价关系可参见 §1.3). 

此外，对等还有下面的一个性质，虽非基本，但很重要. 

4。 设 { A x \X e A }, { B x \X e A } 为两族集， A 是指标集.又设对每一个 
A e vl ， A A 〜 B a ， 而且集族 { A x } 中任何两个集不相交，即 = 0 (A + 

e A ),{ B X } 中任何两个集也不相交，那么 

U A 入 〜 U B 入 • 

入 ez 入 e/i 


此性质读者不难自行证明. 

前面已经说过，若#是 A 到 B 中的可逆映照，(^未必是4到 B 的一一对 
应，但 p 实现4到涿的一一对应.因此 A 与 B 的子集对等. 

欲判断两集对等，常用下面的定理. 

F. Bernstein ( 伯恩斯坦）定理设 冷 B 是两个集，如果 A 对等于 B 的一 
个子集， B 又对等于4的一个子集，那么4与 B 对等. 

证由假设，存在 A 到 B 的某子集历上的一一对应外，又存在 B 到乂 
的子集 < Ai 上的一^一^对应外，因为 C B ， 记乂2 = if 2 { Bi ). 显然 W 2 是到 
八2上的一 k 一^对应，艮 P 

Bi^ A2 (A2 C Ai). 



图 1.4 Bernstein 定理证明 7K 意图 
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显然和^2的复合映照 (f = ( p 2 0 ( fl 实现了 4到斗2上的一一对应.因为 乂1 
是4的子集，戌= #(▲) 是戌的 子集： 

~ A3, (A3 C A2), 

照这样逐步进行下去,我们得到一列的 子集： 

Ad AiD A 2 d A 3 d - • D A n D . 

而在同一个映照 ^ 之下，有 

A ~ 乂 2 〜乂 4 〜…, 

A-i ~ A 3 〜乂 5 〜 ， ' ' • 

这样我们可以将4分解为一系列互不相交的子集 之和： 

A = (A-A,)^ = (A- 皋 ) LMi - ^2 )U^2 

=(4 - ^4l)U(^l — ^2)IJ(^2 - ^_3)U … 

此处同样地有 

Ai = (A 1 - A 2 )\J(A 2 - A 3 )\J(A 3 - A 4 )\J ... ud. 

由于映照 p 是一对一的，容易看出 

A — Ai ~ A 2 — A 3 , 

Ai — A2 —儿4， 

A n — 乂 n+1 尤 乂 n+2 — 乂 n+3 ， 

显然,我们可以将隼山的上述分解写成 

A = DU(4 - ^4l)U(^l — ^2)U(^2 — 43)U ( 乂 3 - 义 4)U … • ， 

Ai = D \ J { A 2 — ^3) U(^l — 42) U (山— ^5) U (^3 —山 ) U … . 

由于 ^2 n — ]2 n+l ~々2 n +2 — 义271+3(几= 0, 1，2 ,…， Ao = A ), 又因为集列 
D , A 1 - A 2r -, ^2 n+l — ^2 n +2 j • * - 中每个集都分别与自身对等.根据性质4°就 
得到 A 〜 Ai . 又因为 Ai 〜 所以 A 证毕 
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5 .势 在集论中所讨论的集都是一般的，并不考察集的进一步结构，例如 
集中元素之间没有大小、没有距离、没有运算等可言，最多可以讲两个元素间或 
是$ = 2；，或是$ / ^而已.如果赋予集的元素之间以具体的结构,那么所讨论 
的集与结构有关的性质已不再属于集论所讨论的对象了.所以集论中最初的一 
个基本课题就是研究集的元素个数有多少的问题，即势的理论. 

关于事物的多或少是很普通的概念,例如，假如有 人问： 某班级的学生人数 
和某教室的凳子数是哪个多？这个问题很简单，只要规定每个人可坐一只凳子， 
且最多只能坐一只凳子.最后，如果有学生坐不到凳子，那么便是学生数多于凳 
子数； 如果凳子有空，那么便是凳子数多于学 生数； 如果既没有学生坐不到凳子， 
又没有凳子空下，那么便是两者个数一样多.这里之所以必能得出上面结论之 
一， 并且不管任何人来回答都必是相同的结论,这是因为它是以每个学生坐一只 
凳子的过程所得的结果为依据的. 

更一般地，我们就引人下面定义. 

定义 1 .2.6 设4 、 B 是两个集. 


_(i) 如果 4 和 B 对等，那么称^ m ' B 具有相同的势（或基数).记集乂的势 
为文， A 和 B 具有相同势时,记为1 = 1; 

( ii ) 如果乂对等于 b 的某个子^ a 卞势小无或夸于 b 

称 B 的势大于或等于乂的势.记为3彡言，或 I 彡文; 如果^ I , 
那么称 A 的势小于 B 的势，或 B 的势大于 A 的势，记为3 < 言，或 I 〉 

势这个概念的直观背景就是元素的个数.两个集 A 和如果有相同的势 
(也简说成等势）就意味着集4和 B 的元素的个数是“一样多”，势的大小就意 
@着3素个数的“多少”.然而，如果4 3圪并且 B / A ， 但这并不必然意味着 
^>1. @如数集五虽然是自然数集 AT 的真子集，然而因为五却能和 TV 对 
等，所以1 =灵. 

如果从势的观念来看 Bernstein 定理，那么它可改述如下： 

F . Bernstein (伯恩斯坦）定理 如果3 那么 1 = 1. 

证因为3彡 f ， 所以4与 B 的某个 子集迅 对等.又因为 I <瓦所以 
B g 与 j 的某个子集応对等.根据前面的 Bernstein 定理，必然 A 对等于 
即3 = I . 证毕 

Bernstein 定理在势的比较大、小问题中的地位,相当于实数比较大、小中由 
a 彡6和6 < a 同时成立必有 a = 6这个事实.任何两个实数是可以比较它们的 
大、小的（即实数有全序性，关于“序”可参见本章 §1.3). 很自然地会问：任何两 
个集是否必定可以比较它们的势的大、小.对任何两个集4、尽从逻辑上讲，必 
然发生下面四种情况 之一： 
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( i ) A 可以对等于 B 的某个子集 B u m B 永远不对等于 A 的任何一个子 

*; 

( ii ) B 可以对等于4的某个子集，而4永远不对等于 B 的任何一个子 

*； 

(iii) B 可以对等于 A 的某个子集，而 4 也可以对等于 B 的某个子集 B 1; 

( iv ) A 永远不对等于 B 的任何一个子集， B 也永远不对等于4的任何一个 

子集. _ _ 

情况⑴就是 A < B , (ii ) 就是 B < A . 根据 Bernstein 定理知道，情况 （ iii) 
就是 1 = 1. 因而如果有办法能证明情况 （ iv) 决不出现，那么任何两个集就可 
比较它们的势的大、小.否则就有些集，它们的势是不能比较大、小的.至今还 
是无法证明 （ iv) —定不出现或者举出例子说明 （ iv) 是会出现的. Zermelo (策梅 
洛）于1908年提出一条公理——选取公理（可参见 §1.3), 依据这条公理就可以 
证明 （ iv) 不会出现,从而任何两个集的势都是可以比较大、小的了. 

下面简单地介绍一些常见的集的势及其性质. 

6. 有限集和无限集 有限集的元素的多少是清楚的，主要要讨论的是无限 
集的势.但什么是有限集呢？还是有必要给有限集这个概念以严格的数学定义. 

定义 1.2.7 设 n 是自然数，令 M n = { l ，2,〜， n }. 如果集乂能与某个 M n 
对等，那么称乂是有 限集. 当4〜 M n 时，称 n 为集4的 计数. 规定空集为有 
限集,并且它的计数规定为零. 

下面给出有限集的特征并证明它的计数是唯一的. 

引理1 集 M n 与其任何真子集不对等. 

证利用数学归纳法来证明这个引理. 

当 n = 1时，显然的真子集只能是空集，故不与其真子集对等. 

设 it 为一自然数，而且不与其真子集对等.今证 M fc+1 也不与其真子 
集对等就好了.假若不然，便有 M k +1 到它的真子集上的一一对应％记 
< f{k - {-1) = 1. 分三种情况来讨论. 

( I ) 若 Z = A : + 1，此时在 M fc +1 与 ikf 中都删去 A : + 1后分别得到集 

与 M 〃， p 在上的限制成为 A4 到 M " 上的——对应，但 M " c 而且 
M k ^ M \ 这与归纳法假设冲突. 

( II ) 虽然 Z + 1,但+ 1 G 此时设 k + l = p ( m )， 在 M fc+1 上作映 
照4如下： 

#(")， "一 m,/c + l , 
l, ^ = m, 

/c + 1 ， v = 


^{y) = { 
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易知 P 与4同为 M fc +1 到真子集上的一一对应，由于 利 /c + 1) = A : + 1，即 
^适合情况（ I ),所以（ II )也是不可能的. 

( III )若 Z 〆 + 1， A : + 1 G 此时从 M fc+ i 中删去 A : + 1 得到 A 4, mX M f 
中删去 Z 得到一个集 M 〃， 显然可视 ip 为 M k 到它的真子集 M 〃的——对应，由 
归纳法假设，这也不可能. 

总之， M fc +1 不能与其真子集对等. 证毕 

系 有限集决不与其真子集对等. 

由此可得 

定理 1.2.1 有限集具有唯一的计数 • 

证对于空集，定理显然成立.设 A 为一非空有 限集. 若 A 〜 M n ，又 
A ~ M m ，则 M m 〜 M n . 今证 m = n. 用反证法， 若 m 关 n,m,n 中必然一大一 
小，不妨设 m < n . 这就得到 M n 与其真子集 M m 对等，由引理1知道这是不可 
能的.所以 m = n. 即任一非空有限集只可能和一个 M n 对等. 

由此可知， M 个有喂集相耳对等的充睪条件是它们昀计攀相等，因而，计数 
相等是所有相互对等的有限集的公共特征. — 

规定有限集4的势为集4的计数，即如果4〜 M n ， 那么规定 J = n. 
我们称不是有限集的集为无 限集. 

无限集是存在的，例如自然数全体 AT ， 由于它能和它的真子集 E (偶数全体) 
对等，所以不是有限集，即 7 V 是一无限集.更一般地,有下列定理. 

定理 1.2.2 无限集必与它的一个真子集对等. 

证先证明在任一无限集 A 中，一定能取出一列互不相同的元素 a l5 a 2 ,.... 
事实上，在4中任取一个元素，记为 ai . 因为 A 是无限集，集 A - { ai } 显然不 
空，这时再从集乂- {以}取一个元素 a 2 , 同样 , A - {a u a 2 } 决 不空. 可以继续做 
下去,将从4中取出一列互不相同的元素记余集为 A = A- {a n \n = 

1，2,3, •… } .在4中取出一个真子集 

♦ 

{^2,^3, - .. }\JA = A. 


今作4与 I 之间的映照# 


= CLi ^- 1,1 = 1,2,3,…， 
ip ( x ) = x,x e A . 


显然， p 是 4 到 I 上的一一对应. 


证毕 
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改变一下定理 1.2.2 的叙述方式，即得到 

系1凡不能与自己的任一真子集对等的集必是有限集. 

还可得到下面重要的推论. 

系2集 A 是有限的充要条件是它不能和真子集 对等; 集4是无限的充要 
条件是能和真子集对等. 

下面要介绍最常见的两种无限集. 

7. 可列集及连续点集的势 

定义 1.2.8 设 AT 为自然数全体所成之集.凡与集 7 V 对等的集称为可列 
集,也称为可数无限集. 

可列集是最“小”的无限集，即任何无限集必含有一可列子集（从定理 1.2.2 
的证明中可以看出这一点).如果4是可列集， p 是 iV 到4上的一一对应，记 

Q-n = W ( 几 ) • 

那么4中每一个元素就有了确定的编号，因而成为序列： 



a ni , dn 2 , ••• , a n k ， ••• , 

指标722, * * * Wfc ， …之中，如果有最大数，那么 B 为一^有限集，否则 B 为一 k 
无限集，当 B 是无限集时，把〜 fc 与自然数 fc 对应就知道 B 是一可列集. 

定理 1.2.4 有限个或可列个有限集或可列集的和集是有限集或可列集. 
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证不失一般性，设有一列集山,乂 2 ,… ， A n ，…，而其中每一个都是可列 


*： 


^1 — {an, ai2, ai3, ai4, . • • }， 

/ / / 

乂 2 = {^21,^22,^23, - - -，•••}, 

/ / 

^3 = {。31，。32,…，…，...}， 


^■4 — {^-41 


称 p + g = / i 为兀素 a pq ( p,q = 1,2,3,… ） 的局度，按局度大小编号，在同一局 

+ 00 

度中按 g 的值由小到大编号,这样就可以把和集 u 乂。中所有的元素编成一列 
(即上图箭头所指顺 序)： n=1 

an ； a2i,ai2 ； a3i,a22,ai3 ； - - - ; a n i ， a n -i ， 2, a n _2,3, • • • , «in ； * * * • 

因为 A ^ Aj 可能有公共元素，这些公共元素在和集中是同一元素,在这一序列中 
去掉重复的元素后余集仍是可列的.当中有些是有限集，或仅为有 
限个集 A ，… ，人 的情况，也可以类似地讨论. 证毕 

例9 平面上在直角坐标系下，两坐标％ 2/均为整数的点卜， 2/) (称为格点) 
全体成一可列集. 

事实上,对每个固定的整数 n , A n = {( n ， m )| m 是整数 } 是一可列集.显然, 

+ 00 

全平面上的格点全体就是和集 1 J 人，这是可列个可列集之和，因而是可列集. 

n= —oo 

例10 有理数全体成一可列集. 

事实上，有理数 r 可写成既约分数 p / g , 其中 p ， g 均为整数，并规定 g 〉 0. 
改变一下记号，把既约分数 p / g 与平面上的格点 (q,p) 对应.由定理 1.2.4 知这种 
格点 (q,p) 的全体至多是可 列集； 又由于有理数全体是无限集，所以有理数全体 
确是可列集. 

设 A , B 是两个非空集，那么任取 aeAbeB , 作成元素对⑷6)，这种元素 
对的全体所成的集称为4与 B 的 乘积， 记为4 x R 例9与例10实际上说明: 
$ A , B 晕可列隼吋,乖舉尽晕可 巧率. 同样可以证明下列定理. 

定理 1.2.5 如果浼仏 .•. ， C 是有限多个有限集或可列集，那么乘积集 
A x B x ... x (7 = {( a , b , …， c)\a € 乂，6 G ... ， c € C } 
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是有限集或可列集. 

从这里得到下面一些重要的例子. 

例11 整系数多项式全体是可列集. 

事实上，对于固定的自然数 n ， n 次整系数多项式全体可以与 n + 1个自然 
数集的乘积对等.所以它是可列集，从而各次整系数多项式全体是可列集. 

整系数多项式的实数根称为代 数数. 这就是说，设 z 是实数，如果存在整数 
a 0 ,a lr - ,a n , 其中 a 0 笋0,使 

a 0 x n + aix n ~ l + …+ = 0， 


就称 z 是代数数. 

例12 代数数全体是可列集. 


例 13 设 A 是直线上某些长度不为零而且互不相交的区间所成的集（集 
A 中的元素是区间)，则4是可列集或是有限集. 

事实上，作集 A 到有理数集的映照#如下：当区间 d e A 时，由于 d 的长 
度不为零，必有有理数属于 d ， 任意取定 d 中的有理数作为当 d u d 2 e A 
且 dl 笋 C ?2 时，则山与办不相交，因此7^ ^( d 2 ), 这就是说， w 是可逆映 
照，因此 A 与有理数全体的子集对等.然而由例10,有理数全体是可列集，再从 
定理 1.2.3 知道它的子集是可列集或有限集.因此 A 也是如此. 

定理 1 .2.6 设 A 是有限集或可列集, B 是任一无限集，那么 


司1 = 1. 

证 我们只须证明〜 B 就可以了.因 B 是无限集，由定理1.2.2,存 
在一个可列子集 M C B, 再由定理 1.2.4 知道，集 MUM - B) 也是可列集，即 
又由于 B-M 厶 B - M , (B - M) f]{M \J{A - B)) = 0 ,所以 

B = (B — M)\JM 

/ (f 

(B- M)U(M\J(A - B)) = A]JB. 


证毕 

上述定理 表明： 加任何一个有限集或可列集到一个无限集中时,此无限集的 
势不会改变. 
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定理 1.2.7 实数区间0 < z < 1是不可列集. 

证 如果 （0,1] = { a:|0 < x ^1} 是不可列的，那么闭区间 [0,1] = { x\Q ^ 
x ^ l } 自然是不可列集,所以只要证（0, 1] 是不可列集. ‘ 

如果（0, 1] 是可列集，那么其中所有实数可排成一数列: 1 ，…，心，….将 
(0,1] 中实数用十进位无限小数表示， 

tl = 0 .^ 11 ^ 12 ^ 13^14 …， 

兔2 = 0 .^ 21 ^ 22 ^ 23^24 …， 

H = 0 .^ 31 ^ 32 ^ 33^34 . . • ， 


其中所有的~都是0,1，2,…，9十个数字中的一个，并且对每个 i ， 数列 {Ujlj = 
1,2,3,-..} 中有无限项不为 0. 

作十进位小数 


a = 0 . 611 ( 22^3 . • •) 

其中叫/ 叫笋0, i = 1，2,3,…，这是办得到的.因为对任意的《，如 M = 1， 
令叫 = 2 ,如心/ 1,那么取叫=1 就行了.于是所作成的数 a 应该在区间（0, 1] 
中，但不会在数列 t u t 2 , … ，‘ …中，因为对于每个 n , a n ^ t nn , 所以 a 〆 
这和 { t n } 是区间（0，1]中实数全体的假设相矛盾.因此（0，1]是不可 列集. 证毕 

定义 1.2.9 称0 与1之间实数全体所成之集的势为连 续点集的势. 这个 
势记作 K (读作“阿列夫”)，或记作 c . 

定理 1 .2.8 实数全体的势为 K . 

证 显然，（0, 1) =伏|0 < I < 1} 和 [0,1] 的势相同，所以只要证明实数全 
体（- oo ，+ oo ) 和（0，1)对等 好了. 今作 （0,1) 到 (- OC , + oo ) 的映照 

2 x — 1 

( p ( x ) = tan —-— jt . 

△ 

显然这是（0, 1) 到 (- OC , + OC ) 的一一对应,所以实数全体的势是证毕 
系1 无理数全体的势是 K 

证 记无理数全体为有理数全体为丑，由定理 1.2.6 得 
B = Bl^jR = (— 00 , + 00 ) = 

根据这个事实可以粗略地说，无理数比起有理数来要多得多. 

不是代数数的实数称为超 越数. 类似地得到 
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系2超越数全体的势为 K . 

这个事实不仅告诉了我们超越数是存在的，而且远比代数数要多. 

在 Cantor 创立集论以前，曾有好多数学家比较费力地证明超越数的存在 
(如: Liouville (刘维尔)、 Hermite (埃尔米特）等最后才证明 e 是超越数)，然而抽 
象集论的方法不仅肯定了超越数存在,而且断定多得很.可惜的是它不能给我们 
具体地指士那些数是超越数，但尽管如此,却并不因此而失去它的重要意义. 

定理 1.2.9 实数列全体五°°的势是 K 

证 记 B 为 E °° 中适合0 〈〜 < l ( n = 1，2,3,…）的点{^，心，…，〜，•••} 
的全体. x e B,x = { a ： i ， a ： 2 , …，〜,•••}，其中: r n 是 实数. 作映照 



显然, p 是 B 到五 00 的一一对应.我们只须证明 B 的势为 
事实上，首先把（0，1)中任何 o : 与 B 中的点 


X = {x, • •} 

对应,就知道 （ o ， i ) 对等于 b 的一个子集.即 I 彡 = 

反之，对 B 中的任何 a : = { xi , x 2 , ••- , a ; n , • • • }, 按十进制无限小数表示 
〜有 


XI 

= O.X11X12 -- 

. Xi n . 

X 2 

= O.X21X22 * * 

• X 2 n • 


= O.X n iX n 2 -- 

• ^nn 


由上述一列数$ = { x n } e E °°, 作一小数 i )( x ): 

^{x) = 0 』 iia ： 2ia ： i2 … XniXn-1^2 ' ' - $ln … 

显然 ^{ x ) e (0,1) 而且当 a ; / 2 /时 , ^{ x ) 7 ^ ^( y ) i 由映照 也 B 也 对等于 (0, 1) 的 
一个子集，从而5 < (0,1) = K 所以由 Bernstein 定理得到 B = (0,1). 证毕 

定理 1.2.10 n 维欧几里得空间的势为 
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证 如将五 71 中点 (xi,x 2 r- ，〜）对应于五 00 中的点 (xi,x 2 , - - • ,: r n ,0,..., 
0,… ) •时，就知道对等于五 00 的一个子集.但是 W = W , 所以 E °° 〜 E 1 . 
因此五 71 对等于 E 1 的子集.如果再将 E 1 中点 re 对应于 W 中点(_^0, • ^ O ) 时， 
又知道 E 1 对等于五 71 的一个子集.所以由 Bernstein 定理知道 W = W = ^. 

证毕 


常用的是十进制小数,本书中有几处要用到二进制及三进制的小数,使用电 
子计算机时要用二进制、四进制、/ V 进制等数.下面我们来介绍 g 进制小数. 

9 进制小数设 ^是任意取定的一个大于1的自然数， {4} 是一列小于夕 
而大于或等于0的整数，称级数 


为 g 进制小数. 常简记成 

0 . tit 2 • • • tk . … • 

若在一个 g 进制小数中，从某一项以后 h 全为0,则称为 g 进制有限小数, 
否则，称为 g 进制无限小数. 

我们知道 ， （0，1] 中任何实数可以唯一地表 示为 〆 g > 1) 进制无限小数.我 
们有下面的 

引理 2 如果把 （0,1] 中的实数表示成 〆 g 〉 1) 进制无限小数，记 9 进制无 
限小数全体为 A 那么这个表示成为 （0,1] 到 A 的 一一 对应. 

系 9(9 > 1) 进制无限小数全体的势为 K g 进制小数全体的势也是 K 


证由于 g 进制有限小数全体是可列集，由定理1.2.6, g 进制小数全体的势 
与 g 进制无限小数全体的势相同.再由引理2,它们的势都是（0，1]的势 K . 证毕 

现在我们来讨论在数学分析中重要的函数族的势. 

定理 1.2.11 [ a , b ] 上的连续函数全体 C [ a ，6] 的势是 K . 

证由于常数函数属于 C [ a ,6], 常数函数的全体 K 的势是由于的 
势是\所以五 00 与 C [ aM 的子集 K 对等.根据 Bernstein 定理，只要证明 
C [ a ,6] 与的一子集对等. 

我们把中的有理数全体排成一列，记为 r l 5 r 2 ，…，任何一个连续函数 
f ( x ), 由它在 ， r n ，… 上的值 /( rA / h )，... ，/(〜)，…完全决定.事实 
上，因为对于任何： r G [ a , 6], 存在上述有理数列的子数列 — 00). 由/ 
的连续性，/ ㈤= lim /( r n J . 因此 C [ a , 6] 到 E °° 中的映照 

1/400 


W : / h (/( ri ),/( r 2 ), ••-，/(〜)，•..） 
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是可逆的，即 C [( x ， 和的一个子集 ^ p { C [ aM ) 对等. 证毕 

但是应该注意，对于 [ cx ，6] 上所有实值函数全体所成的集 R [ a,bi 虽然 R [ a , b ] 
有许多子集（如 C [ cx ，&]) 与 [0, 1] 对等，但是 R [ a , b ] 并不能与[0, 1] 对等（可参见 
下面定理 1.2.13 及其系). 

定理 1.2.12 ⑴设 M 是由两个元素 p , q { p ^ q ) 作成的元素列全体,那么 
M 的势为 K . ( ii ) 如果 Q 是可列集,那么 Q 的子集全体所成之集 S 的势为 K . 

证⑴作 M 到二进制小数全体的映照如下：任取6 = {6 n } € M ， 作 
二进制小数 #(&) = 0. W2 ...tk …, 其中当 &n = P 时 h = 0, 而 & n = g 时= 1. 
容易看出 P 是 M 到 B 的——对应.根据引理2的系， B 的势是 K 因此, M 的 
势是 

( ii ) 作 S 到二进制小数全体 B 的映照#如 下：将 Q 中元素用自然数编号 

成为 

qi ， q 2, ……， 

对任意一个 c G 5,作二进制小数 tP { C ) = 0. ht 2 • • • • • • ，其中当 g n e C 时, 

= 1，而 g n 否 C 时，^ ! = 0 (n = 1，2,3,… ）• 显然#是 S 到上的一一 对应. 
因此， S 与 B 的势同为 K . 证毕 


附录 


8. 势的补充 在这一小节将对势论中某些问题略作补充，供读者参考. 

势的运算 势是元素个数的抽象，势的大小是元素个数多少的抽象.势不仅 
有大小，而且还和数1样有运算. _ 

例如，设5 = 如果 Af]B = 0 , 那么规定 A[jB = a + P 

(即势的加 法)； 4和 B 的乘积（集 ） 4 x B = {( a ,6 )|a G A,b G B} 在集论 
中又称为4和 B 的 配集， 规定 T^B = a(3 (即势的乘法).此外还有幂运 
算：集 B 中每一个元素都用乂中的元素代替 （ B 中的不同元素也允许被 A 
中相同的元素所代替)，一切可能的代替所形成的集称为 A 盖 B 的集.例如 
A - {p,q} (两个元素的集 )， B = { a ,6, c } (三个元素的集)，这时，4盖 B 的集 
就是以 { p , p ， p }，{ p , p , g },{ p , g ， p }, { g ， p ， p }, { p , g , g }, { g ， p , g}，{i ap }, {n g } 等为 
呑素（计为 2 3 个)成的^ 一般情况下，如果 C 是4盖 B 的集，那么规定 
C = (这里 a = A, /3 = B). 

当4、 B 都是有限集时（这时势就是计数)，上述规定的势的运算是与计数的 
运算一致的.作为对一般的集（不必是有限集）所规定的势的上述运算也保存了 
计数运算的某些性质（例如加法和乘法的结合律、分配律、交换律等).当然也有 
不少计数的运算所具有的性质未被保存下来，例如，当 a , &是两个自然数，并且 
W 0时，必有 a + 6 > a . 然而,势论中却有下面的命题: 6是任一有限集的势，必 




• 28 • 


第一章集和直线上的点集 


有 & + = K q . 从势的运算的观点来看，以前的某些定理就可翻译 如下： 定理 

1.2.4 的结论相当于 (a 是有限集的势）以及 K 0 K 0 = K 0 ； 定理 1.2.5 的 

n 个 

结论相当于(即 K 0 K 0 • • - K 0 ) = K 0 ； 定理 1.2.6 的结论相当于 a + ^o = a{a 
是无限集的 势)； 定理 1.2.9 的结论相当于= K . 引理2和定理 1.2.12 的结 
论相当于 2 ~=K = /^( g > l ). 

2^0 = K 是把 K Q 与 K 联系起来的重要等式.另外,如果 a 是一个无限集的 
势，那么必有 


a = K 0 a. 

这个等式也是在很多场合要用到的重要等式. 

无最大势 势既然可以比较，是否存在最大的势呢？这个问题的回答是否定 
的.我们有如下定理. 

定理 2.2.^3 B 是一个集， S 是 B 的一切子集所构成的集.必有 f > I 
(或者说 2@> f ). 


在证明定理 1.2.13 之前，先说明 f = 2 f . 事实上， S 中的任一元素五实际 
上是 B 的一个子集， 即五 c R 对任何 x e 如果 x G 五，我们就说“ 取”； 如 
果 x G 五,我们就说“不取”.这样， B 的一切子集就可以看成用“取”或“不取” 
两个词去代替 B 中元素的一切可能 f 式.逆令4 “取”，“不取” } (两个元素的 
集)，那么 S 便是 A 盖 B 的氣从而 f = 2@. 

定理 1.2.13 的证明由 B 中单独一个点构成的集是 S 中的 一士元 fS 中 
这种元素的 g 体 if 为 &是 S 的子集.显然 B 与&对等，因 而言彡 f . 剩下 
的只要证明_ 

用反证法证明1^1:假如不对，便有 f = f , 从而存在 A # 是 B 到 S 
上的一一对应.对任何& e 有 W &) e 因而&和 ^(6) 之间只有两种 可能: 
⑴6 e ( ii ) b G ( f { b ). 不可能对一切 & G 都只发生 （ i ). 否则，在 S 中取 
一个元素 / = { a ,6}, 根据⑴，只可能是 a 或 &• 如果是 a , 但 S 中的 

g f = { a }(# /), 也有 = a = 这与假设 P 是-^对应相矛盾 • 

同样也可以证明不可能是 6. 从而 （ ii ) 必然会发生.记满足 （ ii ) 的 B 中 
元素全体为 S *， 显然，它不是空集.又记^ 1 ^*) = 6*, 现 在问： 是否 6* G S *? 
显然，百 S *, 这是因为= ^(6*), 而是由 B 中满足 （ ii ) 的元素全体构成 
的，即 6* 百 S *. 但是也不对，这是因为由 6* 百 S *， 说明 6* 是满 g 
的元素，因而应是中的元素，即 6* G 5*, 这是矛盾.由此可知假设 H 
是不对的. 证毕 

注意，定理 1.2.13 的证明并不需要用到任何两个集的势必可比较大小这个 
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命题，即只要有势的大小概念，没有 Zermelo (策梅洛）的选取公理，定理 1.2.13 
仍然成立. 


系 [ a , 6] 上一切实函数全体0的势大于 K 

证记 [ a , 6] 上每点的函数值不取0便取1的实函数全体为显然 S C 
R [ a , &], 因而冡彡而集 S 正是用集4 = {0,1} 盖集 B = [ a , &] 的氣即集 
S 与的一切子集所构成的集具有相同的势，因而 

K < 2 K = f ^ R\^b\. 


证毕 

如果注意到 A 盖 B 的集就是 B 到4的映照全体，那么 R [ a , b ] 正是4 = 
(-00, +00) 盖 B = [ a ,&] 的集,从而 WJ }= ^ 如果读者有兴趣，还可以证明 

下列 等式： _ _ 

R[a, 6] = K = (/ 0 ) = ^°u = 2^ = 5, 

这里 S 是 [ a , 6] 的一切子集全体. 

Cantor 假设 K Q 、 K 是两个重要的无限势.是否存在一个势 a, 使得 K 0 < 
a < K 成立？ Cantor 首先看到了这个自然而重要的问题，他并没有解决这个问 
题.但他相信（从而他假设）没有这个“中间”势 a, 这就是著名的 Cantor 连续 
统假设.这个假设现在终于已被人们搞清楚了.这个假设可以作为一条公理，并 
且与集合论中其他一些公理是独立的. 

习题 1.2 


1. 证明代数数全体是可列集. 

2. 证明任一可列集的所有有限子集全体是可列集. 


3. 证明 p 进制有限小数全体是可列集，循环小数全体也是可列集. 

4. 对于有理数，施行 +，-，X，+, y, y，••• 等有限次运算.这样得到的一切数 
其全体是可列的吗？ 

5. 设 A 是平面上以有理点（即坐标都是有理数的点）为中心有理数做半径的圆的全体， 
证明 A 是可列集. 

6. 若集 A 中每个元素，由互相独立的可列个指标所决定，即 A = { a XlX2 . • • }, 而每个指 
标 A 在一个势为 K 的集中变化，则集 A 的势也是 

7. 设 { x n } 为一序列，其中的元素彼此不同，则它的子序列全体组成势为 N 的集.如果 
{ x n } 中只有有限项彼此不同，那么子序列全体的势如何？ 

8. 证明 [ a , 6] 区间上右方连续的单调函数全体的势是又 [ a , 6] 区间上的单调函数全 
体的势如何？ 
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9. 设集 B 与 C 的和集的势为证明 BRC 中必有一个集的势也是如果 （J 

的势是\证明必有一个乂。的势也是 . n 

10. 证明： 直线上集 A 如果具有下面 性质： 对任何 x e (- 00 ,+ 00 )，总存在包含 x 的某 
个区间 （X - (5, rr + 5 )， 使得 （X - X + 5) 门 A 最多只有可列个点，那么 A 必是有限集或可 
列集. 


§1.3 等价关系、序和 Zorn 引理 

1. 等价关系（初学时可把这一小节和下面的第2小节商集放在学习 §4.2 
中的商空间之前读 .） 在数学中，一个集 A 的元素之间常有一定的关系.我们现在 
要考察的是下面的一种等价关系. 

定义 1.3.1 假设 A 是一个集，在 A 的元素之间有一种关系“〜”适合以下 
的条件： 

1。 自反性：对于一切 a G A ， a 〜 a ; 

2。 对称性：如果 a 〜 b , 那么6〜 a ( a ， 6 G ^4); 

3。 传递性：如果 a 〜 b , 并且&〜 c , 那么 a 〜 c . 

这时我们说“〜”是 A 上的等价关系. 

例如 §1.2 中两个集的对等关系就是一种等价关系.下面我们再举几个例子. 

例 1在实数全体五 1 上，当 x - ?/ = ( A : 是整数）时，规定 x 〜 y , 这是 

E 1 上的一个等价关系. 

例 2 在 平面丑 2 上，当两点 { xi , yi )^ ( x 2 , y 2) 满足 A = x 2 时，规定 
(工1， 2/1) 〜 (^2,2/2), 这是五 2 上的一个等价关系. 

例 3 A . B 是两个集，/是4到 B 的一个映照.当 X 、2/ G 八满足 
f ( x ) = f ( y ) 0 t , 规定 x 〜％这是 A 上的一个等价关系.这个等价关系又称为由 

映照/按等值方式所导出的等价关系，简称为由/导出的等价关系. 

剖分和等价类设 A 是一个集， M a ,a G 71} 是4的一族子集，如果满足 
( i ) A a r \ A p = 0 ( a ^ P ); ( ii ) \J A , 那么称 { A a ,ae yl } 是 4 的一个 剖分. 

aeA 

例 4 A 、 B 是两个集， / 是 4 到 B 的一个映照.对任何6 G 尽作小= 
{ x \ f ( x ) = b } (如果 & ? 涿(/)，那么规定為 ^ 0) 这时 { A b ,be B } 是乂的一个 

剖分.它 称为由/按等值方式所导出的剖分，简称为由/导出的剖分. 

由映照/可以导出一个剖分.反之，对任何 A 的剖分 { A a , aeA }, 必存在 
映照/，使得由/所导出的剖分就是 Ma , aGyl }. 事实上,取 B = yl ， 作 A 到 B 
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的映照/:当 x G ^时,/⑷= a . 显然,/就是所要求的映照. 

设〜是集 A 上的一个等价关系.任取 a e A , ^ a = { b\b 〜 a }, 称5是^4 
中（按等价关系〜）的一个等价类. 

显然，每个等价类是 a 的一个子集，任何两个等价类2、 S 或是相同（这时 
ex 〜 6), 或是互不相交（这时 a oo b , “味，， 表示不等价)，并且集 A 就是一切互不 
相同的等价类的和集.换句话说,一切按等价关系〜所产生的等价类构成了 A 
的一个剖分.反之，对于4的任何一个剖分 { A a , aeA }, 必存在一个乂上的等 
价关系〜，使得由〜所产生的等价类全体所构成4的剖分就是 { A a ,a e 71}. 事 
实上，如果 { A a ,a G ^1} 是给定的^4的）一个剖分，当 x 、 同属于 B 寸,规定 
x 〜 y , 那么〜便是 A 上的一个等价关系，而由这个等价关系所产生的等价类全 
体所构成的4的剖分正是 { A a , aeA }. 

2. 商集 

定义 1.3.2 设〜是集 A 上的一个等价关系.又设 Q 是集 A 中等价类全 
体 （ Q 中的元素是5, a e 4), 称 Q 是集4由等价关系而导出的 商集, 记为4/〜. 

集4到它的商集 Q = A 卜 上的映照 


<p : a ㈠ a , 


称为自然 映照. 

例 5在例2中，五 2 /〜中的元素 （ x , y ) = {{ x , y)\y G ^ 1 }就是横坐标为 x 
的直线.如果把 {^ y ) 和五 1 中的 x 视为同一,那么五 2 /〜就可以视为五 1 了. 

代数学中的商群、商环等都是一种特定条件下的商集. 

设 A 、 B 是两个集，0是 A 到 B 的一个映照.由0按等值方式可导出4 
上的一个等价关系〜.对任何 a e 八记呶 a ) 为 c , 那么 a 所在的等价类就是 
a = 0 _1 ( c ) = {^{ b ) = c }. 利用 4 可以导出由商集 Q = 4/〜到 B 的一个映 
照当 a G A 时， 2 p ( a ) = 4⑷.由于 a = 6时, 狀 a ) = 0(6), 所以映照4是可以 
定义的. 而且& 是可逆映照.事实上，当5 一 I 时, a 〜所以 寸 ( a ) 士 训6),即 
及 ( S ) / 祕). 注意，如果0本身就是可逆映照，那么3就只含有一个元素 ex .当 
我们把5和 a 视为同一时，这时乂/〜就是&也就还原成^.当#不是可逆 
映照时，经上述手续就能由4自然地导出一个4/ 〜到 B 的可逆映照.这是在 
代数学和泛函分析中常用的技巧. 

在 §4.2 我们将利用商集来讨论商空间. 

3. 顺序关系 （这一小节及其后第4小节的内容是给读者参考的.有兴趣 
的读者也可放到 §5.2 泛函延拓定理之后读）顺序是数学中常用的概念之一.例 
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如实数大小就是一种重要的顺序关系.高等数学的重要概念之一是极限，极限概 
念所研究的主要就是变量按照一定的顺序变化的趋势.但是在许多情况下，在 
集合中不是任何两个元素之间都可以自然地定义顺序.例如在构造 Riemann (黎 
曼）积分和数的时候,需要考察积分区间里所取的各种不同的分点组.令4表示 
M 中所有有限分点组切全体,我们在4中 规定： 当负 ，岛 e 4而且负（：处 
时，说切1在货 2 前，这是一种顺序关系.但4中确实有这样的货 i 和货2,负既 
不包含在岛中，岛也不包含在氧中，这样^1,^2之间就不存在上述的顺序关 
系.所以我们需要考察这样的 情况： 在集中只是一部分元素之间具有顺序关系. 
从 Riemann 积分的理论也可以看出这种顺序关系是十分重要的.在其他数学领 
域中也常要遇到这一基本的概念.现在我们给出序的概念. 

定义 1.3.3 设 A 是一集，在其中规定了某些元素之间的关系“/’，它满足 
以下的条件： 

1°自反性：对4中的一切元素 a 成立着 a -< a ; 

2。 如果 a < 6, 而且 6 a, 那么 a = b \ 

3° 传 递性： 如果 a < 而且6 < c ，就有 a < c ， 

那么称关系为4中的一个 顺序， a < 6读作 a 在&前（或&在 a 后)，这时 
称集4按顺序 S 成一半序集,或者说集 A 是有序的. 

例 6设 B 是一个非空集, 4是 B 的所有子集所成的集.如果子集之间用 
包含关系 “C” 作为4中某些元素间的顺序，即当 t /, y G 隼且 t / c y 时，规定 
那么显然这是一种顺序（称它是自然顺序)，因而4按此顺序成为一个半 

序集. 

例7 设 B 是一个集， 4 是 B 上的实函数全体，当 a 、 & e A 而且对每个 
t G T 有 a ( t ) < &⑷时，规定 a ^ b , 那么4按此顺序也成为半序集 • 

例 8设 A 是某些实数所成的集，在 A 中规定当 a 时为 a < 显然 
A 成一半序集,这个顺序称 作自然顺序. 

若在这个集 A 中作另一 规定： 当 a > 6时规定 a ^6,显然这也是一个顺序 
关系，称此顺序为 逆自然顺序. 

例 9设乂是所有实数对 ( x , y ) 全体,规定两对 ( xi , yi ), ( x 2 , y2 ) 当 A <工 2 
时为 ( xi , yi ) -< ( x 2 ,^/ 2 ), 并规定当 A = x 2 而的 < 奶时为 ( xi , yi ) -< ( x 2 ,?/ 2 ) .这 
是 4 中的一个顺序关系，称为字典顺序（因为它和拼音文字字典的字序类似). 

定义 1.3.4 设集4中已经定义了顺序关系“/’，如果对4中的任何两个 
元素 (1,6 都可以确定它们之间的顺序 ， BP a ^ 6 ^ 6 ^ a 两个关系式中必有一个 
成立,就称 A 是一个全 序集. 
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在例 8 中的数集4按自然顺序（或逆自然顺序）是全序集，例9的集也是全 
序集.如在例 6 、例7中，当 B 不止含有一个元素时, A 都不是全序集. 

设4是一个半序集, B 是 A 的 子集,如果有 aG A 使得对每个 beB , 成立 
着& y ex , 即 a 在 B 中所有元素之后,那么称 a 为子集 B 的 上界. 类似地也有 
下界的 概念.对一个子集，上界、下界不一定是唯 一的， 也可以没有上界或下界. 
例如取 A 为实数区间 ( 0 , 1 ), 以自然顺序为顺序,取 B A 显然万在乂中就不 
存在上界,也不存在下界. 

例 10 对每个自然数 n 作区间 [ 0 , 1 ] 上的分点组，令 

^ ( 1 2 n-l 1 

凡={ 0 ，“ ，…， 了，4， 

所有这些分点组的全体记作货.令 B 表示 [0,1] 中的有理数全体, 4表示 B 的 
子集全体. BeA , 于是货 C A 如例 6 中所规定的那样，在集4中以包含关系 
C 作为元素间的顺序，4成为半序集.显然，对任何 G 切，都有 c R 所 
以 B 是货的上界. 

设 A 是一个半序集 ， a e 隼如果在4中不存在别的元素&(一 a ) 在 a 后，那 
么称 a 为4 的极大元. 换句话说,极大元 a 是具有下面性质的 元素: 如果& G 木 
而且 a < 那么必有& = a . 半序集的极大元不一定是唯一的.例如两个元素 
a 、 b 所组成的集 A 其中规定 a < ( 1,6 4 6 ,则4是半序集，而 ex 和 6 都是4的 
极大兀.但是,在全序集中极大兀是唯一'的. 

类似地也有极小元的概念. 

4. Zorn (佐恩）引理 下面介绍一个引理，它是研究“无限的过程”的一 
个逻辑工具，在泛函分析的基本理论中常要用到.这个引理是作为关于半序集的 
一个公理来接受的. 

Zorn 引理 设 A 是一个半序集，如果 4 的每个全序子集都有上界,那么 A 
必有极大元. 

类似地有关于下界和极小元（存在性）的引理. 

Zorn 引理是证明别的一些定理的基础.作为公理,它并不像别的公理,如欧 
几里得几何学上的一些公理那样直观，自然不易被人们所接受，因而有必要作些 
简略的说明. 

这个引理的可接受性，可以这样粗略地看（但这不是逻辑的证 明)： 如果 A 
是一个半序集，任意取4中的一个元素 ai , 如果它不是极大元，那么必有元素 
a 2 EA , a 2 ^ a u 使得 cn 4 cx 2 . 这样继续下去，可以得到一个全序子集 


(ii ， （ 12,…, a n , …, 
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依假设,它必有上界记为如果‘不是极大元， A 中必有一元素在‘之后， 
记它为〜 +1 (这里 o ； + 1且理解为一个记 号)； 再继续下去，又得到全序子集 

^ 1 ) • * * ， a n ，… , dw+i ， •… ,a w+m , • • •, 

由假设它有上界记为 cx 〜（这里20；也只是一个记号，我们不去追究它的意义)， 
这样一直做下去，嘬终总可以”找到极大元. 

如果对上述过程加以严格分析，果真要实现“最终总可以找到极大元”就要 
运用另一个公理 —— Zermelo (策梅洛）选取公理. 

Zermelo 选取公理. 设 S = { M } 是一族两两不相交的非空集，那么存在 
集 L 满足下面两个 条件： 

⑴ L c U 

Mes 

(2) 集 L 与 S 中每一个集 M 有一个而且只有一个公共元素. 

其实 Zermelo 选取公理和 Zorn 引理是等价的.等价性的证明我们不引进来 
了，可参看 [7]. 


§1.4 直线上的点集 

前面研究了一般的集和它们的一般性质，介绍了集的运算，集的映照，集的 
势等重要概念.这些内容固然重要,但还不足以描述分析数学中要用到的收敛性, 
不足以描述极限概念,还不能满足下面研究测度和积分的需要，我们必须进一步 
研究点集.关于点集的理论，本书分为两步.第一步先来介绍最常用的实数直线 
上的点集，也就是实数集的基本概念和性质，这一方面是为满足下面两章测度与 
积分理论中讨论直线上的 Lebesgue (勒贝格）测度和积分的 需要； 另一方面也为 
在泛函分析中所需要的更一般的点集理论提供典型特例.第二步我们将在第四 
章中着重讨论度量空间的点集. 

1. 实数直线和区间 我们用五 1 表示实数的全体所成的集，也就是实数直 
线.每个实数也称为各 

直线上最常用的一种点集是区间，区间有下面几种： 

点集 （ a ，/3) = {x\a < x < P} 称为开区间 ， —oo ( a < /3 《 + oo . 

点集 [ a , (3) = {x\a 彡 x < /?} 称为左闭右开区间①,这里 -oo < a < (3 ( + oo . 

点集 ( a , (3] = {x\a <x ^ /3} 称为左开右闭区间①，这里 -oo ^ a ^ /3 < + oo . 

区间 （ a ，/3] 或 [ a ,/3) 统称作半开半闭区间. 

点集 [ a ,/3] = {x\a 称为闭区间，这里 -oo < a 彡/? < + oo . 

这些点集统称作区间，可简记为 ( a ,/?). 

© 为了第二章中叙述方便起见，我们容许用 [a, a) 或者 (a, a] 表示空集 . 
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注意,一点 a 所成的集 { a } 也是闭区间，就是 [ a , a ]. 

设 a 是一个实数集，如果存在有限数 c ， 使得对于一切 x e Am 
X ^ c ), 就说4是有上界（或有下界）的.这时必有唯一的有限数 M (或 m ) 适 
合下述两个条件： 

( i ) 对一切 x e A,x M (^c x ^ m ); 

( ii ) 对任何正数 e ， 必有 a ; G A 使得 a ;> M-e (或 a;<m + e ); 称 M 是^4 
的上 确界， m 是4的 下确界 ，记 M 为 sup : r , m 为 inf x . 如果 A 不是有上界的, 

xeA X ^ A 

规定乂的上确界是 oo , 即 sup X = oo . 有时 sup X 又记作 sup A 同样地如果乂 

xEA x£A 

不是有下界的，规定 A 的下确界是 -00, 即 inf a = -oo. inf X 又可记为 inf A 

xEA xEA 

2. 开集设 xo 是直线上的一点，包含的任何一个开区间 ( a ,/3) 称作 
x 0 的一个环境（或邻域).特别地，如果 e 是一个正数，称 （To - + e ) 为 x 0 

的&环境，记为 0( x G , 0.设4是直线上的一+不空的点集，吻 e A 如果存在 
x 0 的环境 （ a ,/3) C A 那么称为点集4的 内点. 例如当 a < /?时,任何区间 
M ) 除端点外的每点都是这个区间的内点. 

定义 1.4.1 设 G 是直线上的一个不空的点集.如果 G 中每一点都是 G 
的内点，称 G 是 开集. 

例如任何开区间 ( a ,/3) 是开集.我们规定空集是开集. 

开集的基本性质是： 

定理 1.4.1 ⑴空集0和全直线是 开集； 

( ii ) 任意一族开集的和集是 开集； 

( iii ) 有限个开集的通集是开集. 

证⑴是显然的.现在来证明 （ ii ). 设 { G a } 是一族开集，由开集的定义, 
要证明 G = [ jG a 是开集.只须对于 G 中任意一点 xo , 证明存在吻的环境 

( a ,6) CG 就€ 以了. 因为 e G , 必有族中的某开集 G a , 使得 e G a . 因此 
工 0 是的内点，所以存在 X 。的一^个环境 { a ， b ) C G a C G . 这就是说 To 是 G 
的内点，即 G 是开集. ^ 

最后证明 （ iii ). 设 G 1 , G 2 , . , G n 是有限个开集.令 G = Gp . 我们只要 

考虑当 G 不是空集时的情况.任意取 xo e G , 那么 xo e Z / = 1，2, • • • , n •因 
为是开集，所以存在邱的环境 （ o^D C G v ,v = I , 2 , … • ， n . 令 （ a ，/3) = 

n 

Pi ( a u ,(3 u ), 即 a = max a u ,P = min (3 U , 由于凡〉 x 。， 和 < x 0 (iy = 

L = [ l«n l«n 

1，2,…， n ), 所以 a < xq < (3. 因此， （ a ，/3) 是的环境，并且显然 ( a ,/3) C 
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(〜真 ） c G v ,{y = 1，2，... ， n ). 所以 （ a ,/3) c G , 即 x 0 是 G 的内点 ， G 是开 
集. 证毕 

在定理 1.4.1 的 （ ii ) 中，“任意个开集”，既可以是有限个也可以是无限个， 

但是在 （ iii ) 中，如果把“有限个开集”改为“无限个开集”，那么它们的通集就 

不一定是开 集了. 例如 G n = ( — , — ^ , u = 1,2,3,… ， 显然它们的通集 G = 

\ n n ) 

n (-夂= { o }， 即 g 是只含有一点 o 的集，它不是开集. 

乂一 1 乂 ^ Tl J 

n - 在直线上，开区间是开集. 

由 （ ii ) 可知任意个开区间的和集必是开集.特别地，一族互不相交非空开 
区间（根据§1. 2 例13,最多是可列个） { K , M } 的和集 G = 是开集. 

现在我们要证明这正是五 1 上非空开集的一般形式.为此引入 1 JF 集的构成区间 
概念. 

定义 1.4.2 设 G 是直线上的开集.如果开区间 ( a ,/3) cG , 而且端点 a ,/3 
不属于 G ， 那么称 （ a ,/3) 为 G 的一 个构成区间. 

例如开集 （ 0,1)|J(2,3) 的构成区间是 （ 0, 1) 及 （ 2, 3). 

定理 1.4.2 (开集的构造） 直线上任意一个非空开集可以表示成有限个或 
可列个互不相交的构成区间的和集.又当非空开集表示成互不相交的开区间的 
和 集时,这些开区间必是构成区间. 

证设 G 是直线上的一个非空开集,分以下四步来 论证： 

(1) 开集中任何一点必含在一个构成区间中.事实上，任意取邱 e G ， 记 
^ 0 为适合条件 xo e ( a ,/3) c G 的开区间 ( a ，(3) 全体所成的区间集.因为 G 
是开集，不会空•记 a 。 = inf a ，/ 3 o = sup (3 . 作开区间 （ a 。,/?。） （其实, 

(a,/3)eA XQ (q,(3)£A xq 

(« o ,/? o ) = U ( a , /?))• 显然吻 G ( a 0 ,/3 o ). 现在证明 （ ao , A )) 是 G 的构成 

(a, (3)eA XQ 

区间. 先证 ( a 0 ,/? o ) C G . 任意取 x ' e ( a 0 ,/? o ), 不妨设乂 < 吻.由于是下确 
界，所以必有 （ a ，/?) G 4 c 。使 a 0 < a < 〆 ，因此 x ' G ( a , x 0 ] C ( a , /?) C G •同 
样，如果乂 > x 0 , 也可以证明相类似的结果.因此 ( a 0 ,/? o ) CG . 由此顺便得到 
(^ o ,/3 o ) e A X 0 . 再证 ao 百 G : 如果不对,那么 ao e G ， 因为 G 是开氣必有区间 
( a ，， /?，)，使得 ao e ( a 、#) c G . 这样， xo G ( a ，， /3。） c ( a 、 /? o ) C G , 
因此 （ a 、/3 0 ) G 而 Y < a 0 , 这就和 a 0 是中的区间左端点的下确界相 
矛盾.所以 a 0 百 G . 同样有/3 0 百 G . 这就是说 （ a 0 , /3 0 )是 G 的构成区间. 

(2) 开集 G 的任何两个不同的构成区间必不相交.不然的话，设 （ a l5 A ), 
( a 2 ,/3 2 ) 是 G 的两个不同的构成区间，但相交.这时必有一个区间的端点在另一 
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个区间内，例如叫6 ( a 2 , /? 2 )，但 （ a 2 , ft ) C G ， 这和 ar ? G 矛盾.因此不同的 
构成区间不相交.再由 §1.2 例13,开集 G 的构成区间全体最多只有可列个，记 
为{(〜， D ， p = 1，2,3,… 

(3) 由 （ 1) 、 (2) 得到 G C ( J ( a „ b v ). 又由构成区间的 定义， 有 GD ( J (〜， 心)， 

V V 

所以 G = U( a w k ). 

下面 g 证非空的互不相交开区间必是它们的和集的构成区间. 

(4) 设 G = | J ( a , I/ , 是一组互不相交的开区间的 和集. 现在只要证明每 

个 K ， 光）都是^的构成区间.显然 K ， 化 ） c G 若它不是构成区间，比方说 
< e G ， 那么必有 /x — p 使得< e «，义）因而«心）与 K ， 化）相交这 
和假设矛盾.所以 G . 同样光百 G . 所以 K ， 化）是构成区间. 证毕 

3. 极限点极限概念是分析数学中的基本概念之一.为了进一步研究实变 
函数的需要，我们这里要对直线上点集与极限有关的性质，作仔细的分析. 

实数列的极限概念在数学分析中通常是这样叙述的： 

定义 1.4.3 设 { x n } 是一列实数，如果存在实数吻，它有下面的性质：对 
于任何正数 I 存在自然数 iV ， 使得当 n ^ N 时成立着 

\x n - X 0 \ < e, (1.4.1) 

那么称数列 { x n } 收敛于: r G , 记作= x 0 , 或者记为 ： Tn 4 : r G (n 00 )，并 

且称邱为 { x n } 的极限. ^°° 


利用一点的环境不难把收敛定义用下面的充要条件来代替. 


引理1直线上点列 { x n } 收 敛于吻 的充要条件是 对于邱 的任何环境 
( a , /?), 存在自然数 iV ， 使得当 n > iV 时有 

x n e ( a , /3). (1.4.2) 

证必要性 ：设〜 —邱，那么对邱的任何环境 （ a ， /?)，取正数 e = min (/3- 
x 0 , x 0 - a ), 这时必有自然数 iV 使得当 n 彡 iV 时 |: r n - : r 0 | < e . 因此，: r n 6 
(: r 0 - £,x 0 + e) C (a, ( 3 ). 

充分性：设引理1中的条件满足，对吻的任何环境（邱 -no + e )， 有 iV 使 
得当 n 彡 7 V 时: r n G (吻 — e ，: r 0 + e )， 这就是 (1.4.1). 证毕 

下面要讨论卓率的极限点 • 

定义 1.4.4 设4是实数直线上的点集，邱是直线上的一点（可以属于 A 
也可以不属于4)，如果在邱的任何一个环境 （ a ，/?) 中，总含有集4中不同于 
x 0 的点，即 （( a ，/?) - { x 0 }) f |^ 7 ^ 0 - 那么称邱 为点集 A 的极限点. 
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显然，一个点集的内点都是这点集的极限点.又如当 

— oo < a < b < +oo 

时，区间 〈 a ， 6〉的端点是这区间的极限点. 

例1点集卜以0为极限点. 

极限点的定义有多种等价的形式.下述引理中的 ( ii )-( iv ) 是常用的. 

引理 2设4是实数直线上的一个点集，邱是直线上的一点，那么下面的 
四件事是等 价的： 

⑴: Tq 是集4的极限点. 

( ii ) 存在集 A 中点列 {x n },x n ^ x 0 (n = 1，2,3,…），使得: r n -^ 0 . 

( iii ) 存在集4中一列互不相同的点 { X n }, 使得〜 

( iv ) 在邱的任何环境 （ a ，/?) 中必含有4中无限多 个点. 

证只要证明⑴今⑻今间妗⑼)今 ( i ) ⑦就可 以了. 

( i )=^( ii ) 设:是 A 的极限点，那么对每个正整数 n ， 必有: r n #吻，〜6 

(00 o -， Xq + Pi 乂，就是说，有 ^4 中不同于: To 的点列{〜}，适合 

\ n n J 

\x n - Xo\ < 

n 


因此： r n : To , 这就是条件 （ ii ). 

设邱 适合条件 （ ii). 这时点列 { x n } 中必有无限多项彼此不相 
同.因为如果点列 { x n } 只由有限多个点组成，必有一个点 a 在其中重复出现无 
限次，然而 X n x 0 , 那么应该 a = Xo , 但是这与： r n #吻冲突.设 {〜 fc } 是 { x n } 
中互不相同的点组成的子序列，显然， { x nk } 就是适合 （ iii) 中所要求的序列. 

( iii ) ^( iv ) 设 {〜} 是4中互不相同元素组成的序列，并且〜 — 吻.根据 
引理1，壬何邱的环境 （ a ， /?)，必存在 iV ， 当 n > iV 时，〜6 ( a ， /?)，即 （ a ，/?) 
含有4中无限个点. 

( iv ) 4 ⑴是显 然的. 证毕 

和极限点相对立的是孤立点. 

定义 1.4.5 设4是直线上的点集，邱 G 儿 如果吻 有一个环境 （ a ， /?)，其 
中除邱外不含有4的点，即 [( a ，/?) - { x 0 }] C\A = 0，称吻是4的 孤立点 •如 
果不空的点集4中每一点都是孤立点，称 A 是孤立集. 


①表示 “ 推出 ” 的意思 . 
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从定义可知，集4中任何一点邱，如果吻不是 A 的极限点，那么邱必是 
A 的孤立点.因此，集4中的内点不是4的孤立点.一个集 A 如果4中每一 
点都不是4自身的极限点时，4便是孤立集.集 ^ f 1 ， I …， I 就是孤立集. 

例 2空集没有极限点. 


例 3 有限点集或发散到无穷远的点列所成的点集都没有极限点，所以是 
孤立点集. 

例 4 以丑0表示区间[0, 1] 中的有理数全体.那么区间[0, 1] 中任何一点 
都是办的极限点.除此以外，说没有任何其他的极限点. 

例 5闭区间[0, 1] 的极限点全体，就是[0, 1]. 

这些例子说明了直线上点集的极限点的各种可能的情况：⑴没有极限点（如 
例2、 3); ( ii ) —个点集的极限点可以都不属于这个点集（如例 1); ( iii ) 一个点集 
A 的极限点可以一部分在4中，另一部分不在 A 中，甚至极限点比4本身的点 
还多（如例 4); ( iv ) —个点集本身同时就是它自己的极限点全体（如例 5). 为了 
进一步分析点集和它的极限点的关系，我们引入如下的概念. 

4. 闭集 

定义 1.4.6 点集4的极限点的全体所成的集称为4的 导集， 记为 

显然，4是孤立集的充要条件是 Af ] A / = 0 . 

没有极限点的点集，它的导集是空集.因而空集的导集是空集. 

定义 1.4.7 如果点集4的极限点全部属于 A 即 W C A 称点集4是闭 

集. 

因此，如果点集4没有极限点，那么 A 是闭集，从而空集是闭集.容易看到 
闭区间是闭集. 

从下面的定理 1.4.3 看出，闭集就是对于极限运算封闭的点集. 


定理 1.4.3 点集4为闭集的充要条件是集4中任何一个收敛点列必收敛 
于 A 中的一点. 

证 必要性设4是一个闭集，是4中的一个收敛点列，〜 — 吻. 
我们要 证明吻 e A 如果有某个 n , x n = x 0 , 那么自然吻 e A 如果对一切 
n , x n 7 ^ xo , 由引理2的 （ ii ) 知道: ro 是 A 的极限点，于是 : tq G W C 4，所以 
xq A .. 

充分性设 A 中任何一个收敛点列必收敛于4中一点，对于4的任何一个 
极限点 : To G 尤由引理2,有 A 中的收敛点列 { x n } 收敛于: r 0 , 由假设，: r 0 G 
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所以 W C A 即4是闭集. 证毕 

定理 1.4.4 点集4成为闭集的充要条件是4的余集# = 4是 

开集. 

换句话说，闭集的余集是开集，开集的余集是闭集. 

证 必要性假设 A 是闭集，那么#中任何一点邱不是 A 的极限点. 
由极限点的定义， 存在吻 的环境 （ a ， /?)， 使得 [( a ， /?) - { x 0 }]H 乂 = 0， 又因 
{: r 0 } fl A = 0 ，因此 （ a , /?) C A c ， 从而: r 0 是五 1 - ^4 的内点，所以 A c = E 1 - A 
是开集. 

充分性设4的余集氺是开集，于是对于，中每一点 吻， 存在吻的一 
个环境 （： r 0 - £，： r 0 + e ) C ，自然 ( x 0 - £, x 0 -h e ) 中没有 A 的点，所以: r 0 不 
是 4 的极限点.即 4 的极限点必属于為因而 A 是闭集. 证毕 

从定理 1.4.1 中开集的基本性质，利用 §1.1 的集的和通关系式（1.1.1)， (1.1.2) 
及上面的定理1.4.4,立即得到闭集的基本性质 如下： 

定理 1.4.5 ⑴空集和全直线是 闭集； 

( ii ) 任意一族闭集的通集是 闭集； 

( iii ) 有限个闭集的和集是闭集. 

证 ( i ) 是显然的， （ iii ) 留给读者作出证明，这里只证 （ ii ). 

设 { F X } 是一族闭集，它们的余集 F a c = E ^- F X 是开集.由定理 1.4.1, yF A c 

入 

是 开集. 但是由和通关系 E 1 = f | F A , 而且由定理 1.4.4, 丑 1 是 

闭集，所以 Ha 是闭集. 

入 

注意， （ iii ) 中的条件“有限个”闭集不能改成“无限个”闭集. 

例 6 (0,1)= M 1 --}. 其中每一项 [-,1- -1 都是闭集，而这无限 

\_n n 」 \_n n 

多个闭集的和却是#£间 （0,1)， 它不是闭集. 

既然闭集的余集是开集，那么从开集的构造可以引入余区间的概念. 

定义 1.4.8 设 A 是直线上的闭集.称乂的余集 A c = E l -A 的构成区间 
为4的余 区间. 

我们又可以得到闭集的构造如下： 

定理 1.4.6 直线上的闭集 F 或是全直线，或是从直线上挖掉有限个或可 
列个互不相交的开区间（即 F 的余区间）所得到的集. 
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直线上存在不开不闭的集，如区间 ( a ,/?],[ a ,/3). 直线上既开又闭的点集，只 
有两个，一个是空集，另一个是全直线. 

事实上，如果点集4不是空集但同时既是开集又是闭集，则可证明 A 必是 
全直线.用反证法.假设 A 不是全直线.由于4是开集，如果4的构成区间是 
{ K ；/3 n )}, 那么 A = ( J ( a n ,/3 n ). 由于乂不是全直线，那么这些构成区间的端 

点 {a n },{/?n} 中至少有一个是有限的.设为 ai,aiG A. 但由于 ( ai ,/? i ) C A 所 
以的是 4 的极限点，应有叫 6 义 又由于4是闭集，应有 W C A 从而必须 
这是矛盾.所以4必是全直线. 

由定理 1.4.5 及集的运算性质，可得到下面的结果： 

定理 1 . 4.7 开集减闭集后的差集仍是开集，闭集减开集后的差集仍是 
闭集. 

证 设 G 是一开集而 F 是一闭集，由于 

G - F = GCliE 1 - F),F - G = FCliE 1 - G) 

从定理1.4.1， 1.4.4 及 1.4.5 即得知 G - F 是开集， F - G 是闭集. 证毕 

闭集的最大优点是它对求极限运算是封闭的.对于一个非闭的集，只要将它 
的所有极限点补充到该集上就成为闭集了.下面来证实这一点. 

定义 1 . 4.9 A 是一个点集，称为4的 闭包， 记为 A 

定理 1 . 4.8 集 4 的闭包是闭集. 

证 设: To 是]的极限点，今证仰 G A 显然不妨设:.根 
据引理2,存在3中互不相同的点组成的序列 { x n }, 使得〜 — 吻.再作4 
中序列 {<} 如下：当 : Tn G A 时，取 < =当 ( 即 〜 G W ) 时，取 

<满足 K - x n \< - (显然，这是易于做到的).这样4中序列 {<} 就满足 

n 

x f n ^ x 0 (n = 1，2,3,…），而且4 、再根据引理2, x 0 e A f C A. 证毕 

定理 1.4.9 设4是直线上的点集，那么 a G 的充要条件是 a 的每个环 
境 （ a ， 用与 A 相交. 

证设当 A 时，自然 I 的每个环境 （ a ，/?) 与4 相交； 当 xeA 
时，: r 必须属于对： r 的每个环境 （ a ， /?)， ( a ，/?) - { x } 与4相交，自然 （ a ， /3) 
也与4相交. 

反过来，设 x G 的每个环境 （ a ，/?) 与 A 相交，如果 xo G A , 自然: r G e ^4; 
如果 x 0 G ^ l , 那么 （( a ，/?) — { xo }) D ^ = K /?)n 乂不空，因此吻 e A '. 总之 
x 0 e A . 证毕 
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(如图 1.5 所示）这样继续下去，在第 n 次三等分时去掉的开区间（称为第 n 级 
区间）是 



顺便我们得到 

定理 1.4.10 设4是直线上的点集， A 成为闭集的充要条件是 A = A . 

证 如果4 那么 W C 虿=八所以4是闭集.反过来，如果4是闭 
集，那么 A C 為所以 A = A \ JA f = A . 证毕 

5. 完全集 

定义 1.4.10 如果4 C 尤就称4是自 密集. 

换句话说，当集中的每一个点都是这个集的极限点时，这个集是自 密集； 另 
一个说法就是没有孤立点的集就是自密集. 

如果 W = A 称4是完 全集. 完全集就是自密 闭集， 也就是没有孤立点的 
闭集. 

例如闭区间 [ a ,/3]( a </?), 空集及全直线都是完全集. 

由孤立点的定义很容易知道，直线上点集4的孤立点必是包含在 A 的余集 
中的某两个开区间的公共端点.因此，闭集的孤立点一定是它的两个余区间的公 
共端点.完全集是没有孤立点的闭集，所以， 

轉. 

下面举一个重要的完全集的例子，后面要用来说明一些问题. 

Cantor 集 将闭区间[0, 1] 三等分，去掉中间的一个开区间 A (1) = (},■) ， 

把剩下的两个闭区间 [ o , \] , ll 分别再三等分,再各去掉中间的开 区间： 

o o 

/i(2 )=(}’C)’ 吃 ) = G4)’ 

余下四个闭区间 

n 1] [2 31 [6 71 [8 ' 

° ，幻， _9 5 9j J 9 , 9j 5 L9 ,1 J , 


各212720127 
再 l 「 2719 f 27 
h /-- /—V 

i -一 

等 } } 

三 a (3 4 3 

间 

区 

闭 

些 

这 

把 
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图 1.5 Cantor 疏朗完全集构造 7 K 意图 

令 0 C = IJ ^ n ) ， 这里一个开集，所以 K = [0, 1] - 0 C 是闭集，称尺为 Cantor 集. 

7T fe 

Cantor 集具有下面一些重要 性质： 

( i ) Cantor 集是完全集. 

事实上 ，仄 的余区间就是 {^ n) },fc = 1,2,.*. = 1,2,3,. ., 以及 

(- oo ,0), ( l ,+ oo ). 这些区间显然是互不相邻的 . K 既是没有相邻接的余区间的 
闭集，所以 K 是完全集. 

( ii ) Cantor 集的势是 K 

用[0, 1] 中数的二进制和三进制小数表示法来证明.将[0, 1] 先用三进制小 
数表示，三进制有理小数采用有限位小数表示，例如1表示为0.1，而不采用表 
示 0.222 … . 显然 


A (1) = (0.1，0.2)， 

l[ 2) = ( 0 . 01 , 0 . 02 ), 4 2) = ( 0 . 21 , 0 . 22 ), 

可以看出一般的第 n 级的余区间 4 n) (fc = l ,2,... 形如 

(0.aia2 - - - a n _il, 0.aia2 - - - a n _i2), 

其中都只是 0 或 2. 因此，这个余区间中的实数展成三进制小数时 
必然形如 

O.ai … a n _ila n +i... ， 

即[0, l ]- K 中的数展成三进制小数时,其中至少有一位是 1. 我们考察形如 

I = y + I + …+ 芸 +… （1 . 4 . 3 ) 

的小数，其中每个系数 a „ 都是0或者2,这种小数全体记为 A 

由于4 C [0, 1] 而[0, l ]- K 中的数展开成三进制小数 (1.4.3) t a n 至少有 
一位是1，所以[0, l ]- K 中没有4的数，因而有 ACK . 

.令 B 是[0，1]的二进制小数表示全体（也采用二进制有理小数的有限位小 
数表示).作4到 B 的映照(^， 
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这个映照是一一 Xt 应，但 B 的势是 K . 所以4的势也是 K . 又由 A c K c [0, 1]， 
立即知道 K 的势是 K . 

(注更一般地可以 证明： 直线上任何非空完全集的势为证明过程这里 
不写了，读者可参看[ 2 ]的第 49 页） 

(iii) 被挖去的区间 {4 n )}fc = l，2，... ，- 1 ， n = l， 2,3, …的长度之和为 1. 

事实上，第 n 级区间 Ji 70 的长度是_，但第 n 级区间总共有个.所以 

被挖去的区间 { li n ) } 的总长度 = 

n=l 

6. 稠密和疏朗我们知道，任何两个实数之间存在有理数，换句话说，任何 
一个实数都是有理数的极限点.我们说这是有理数的稠密性.一般地，我们引进 
下面的定义. 

定义 1.4.11 设 A B 是直线上的两个点集，如果 B 中每个点的任一环境 
中必有4的点，那么称乂在 B 中稠密.当 B 是全直线时，即 A 在全直线上稠 
密时，称4是稠密集. 

例如[0, 1] 中的有理数全体在[0，1]中稠密，而直线上有理数全体是稠密集. 

和稠密性相对立的概念是疏朗. 

定义 1.4.12 设 S 是直线上的点集.如果点集 S 在每个不空的开集中都 
不稠密，就称 S 是疏朗集，或称无处稠密集. 

显然，直线上的点集晕唓朗隼昀苯睪舉#晕卒年何幵 E 间 （a，/?) 中夸 
卒幵区阀 (a' #) C (a， /?)，卒 K #) 中缉有 S 中昀卓. 

例如孤立点集 4 是疏朗的.因为对于任意取的开区间 （ a ， /?)，如果 （ a ，/?) 
不含有4的点就不需要再讨论，如果含有4的点 x 0 , a < x 0 </?,由于吻是一 
孤立点，必有正数5 > 0,使得 ( xo^xo + 5) C (% /?) 而 ( x 0 ,xo + (5) 中不含有4 
的点，所以4是疏朗的.但是，疏朗点集并不就是孤立点集. 

ip 為隼 4 mM A c 了 荦晕碉窀隼. 事实上，若 （ a ，/?) 是任意一个开区间， 
其中至少有一个子区间« #) 不含4中的点，即«们含有，的点，换言 
之， （ a ，/?) 中含有#中的点，所以余集#是稠密集. 

显然,直线上的疏朗集不能含有任何一个开区间.反过来，如果印集^不含 
有任何一个开区间，那么 A 必是一个疏朗集.因为如果闭集 A 不含有开区间，那 
么任一开区间 （ a ，/?) 中必含有4的余集 A ^ E 1 - A 中的点％但#是开集， 
所 以在， 中存在^/的环境 Q / — + C ( a ，/?), 即 ( y - e , y ^ e ) 中不含有 A 
中的点.所以4在 （ a ，/?) 中不稠密，就是说4是疏朗集. 

利用这个事实,看一看 Cantor 集显然 K 是闭集，并且不含有任何区间， 
因此它是一个疏朗集.前面又说过 Cantor 集是完全集.因此有 
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定理 1.4.11 Cantor 集是疏朗完全集. 

所以 Cantor 集又称为 Cantor 的疏朗完全集. 这个例子说明不空的完全集 
也可以是疏朗的. 

可以 证明： 直线上不空的疏朗闭集成为完全集的充要条件是：它的任何两个 
余区间 （ a ， /3)，(必中间必夹有另一个余区间 （ a 〃，/?〃）（ S 卩如果/? < <那么 
必有另一个余区间 （ a 〃， /?")，使得/? < 

习题 1.4 

1. 证明任意点集的内点全体成一开集. 

2. 证明任意点集的导集是闭集. 

3. 设 f ( x ) 是区间上的实连续函数， c 是常数.证明点集 [ a , b ] J ( x )^ c } 
是闭集，点集 { x\x e ( a ,6),/( x ) < c } 是开集. 

4. ,^ n 是直线上的有限个集，证明 

(AU^U... LMn/ = 4U … UX. 

5. iB A ; = A ( 1 \( A (1) y = ,( A (n) y = A (n+1 \ 试作一集使 A (n) (n = 

1,2,-••) 彼此相异. 

6. 证明直线上的孤立点集必是有限集或可列集. 

7. 证明每个闭集必是可列个开集的通集，每个开集可以表示成可列个闭集的和集. 

8. 设 /( x ) 是上任一有限的实函数.证明它的第一类不连续点全体最多是可列集. 

9. 证明直线上开集全体所成的集的势是 K * 

10. 证明直线上闭集全体所成的集的势是 N ， 直线上完全集全体所成的集的势也是 K 

11. 定义 1.4.13 A . B 是直线上两个点集 ， A C B ，如果 C A ， 称 A 是 相对于 
B 的闭集. 如果对任何 X e A ， 总有一个 X 的环境 （ a ， 奶，使得 （ a ，/?) A B c A ， 称 A 是相 
对于 B 的开集. 

证明： A 是相对于 B 的闭集（开集）的充要条件是存在直线上的闭集 F (开集 G )， 使得 
A = B (] F(A = Bf ] G ). 

12. 证明求闭包运算具有下面 性质： 

(i) 0 = 0; (ii) Ad A ; (iii)(A) = A ; (iv)A|jB = A \ JB . 

(上述四个性质又称为 Kuratowski 闭包公理） 

13. 证明 x eA 的充要条件是存在 A 中一个序列 { x n }, 使得: r n — : r . 

14. 证明叉 是包含 A 的最小闭集（即对任何闭集 F ， 如果 F 3 A , 那么 F 〕 I ).此题 
等价的说法是: I 是一切包含 A 的闭集的通集. 

15. 定义 1.4.14 设 A 是直线上点集， x 是直线上的一点，如果在 x 的任何环境中总含 
有 A 中不可列无限的点，那么称 x 是 A 的凝 聚点. 

证 明：⑴ 对任何不可列无限集 A ， 必有凝聚点，而且在 A 中必有一个点是 A 的凝聚点. 
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( ii ) 如果 x 是 A 的凝聚点，那么 o ; 是 A 的凝聚点的极限点. 

( iii ) 直线上闭集 F 的势除了有限、可列外必为 

16. 如果直线上集 A 的导集 W 是有限集或可列集，那么 A 必是可列集. 

17. 设 A 是直线上非空闭集. 证明： 如果 A 是疏朗完全点集，那么 A 的任何两个余区 
间之间必至少夹有另一个余区间. 

18. 直线上的完全集洚如果具有如下 性质： 任何两个余区间之间必至少夹有一个余区 
间.问是否 A 必是疏朗的. 

19. 直线上孤立点集全体的势是多大？ 

20. 把[0, 1] 中数用十进制小数展开，十进制有理小数规定展开成有限位小数，但以6为 
尾数的有限小数规定展开为无限循环小数.证明[0, 1] 中数的一切展开中不用数字6的全体 
是完全集. 

21. 证明下面几件事是等价的. 

( i ) A 是疏 朗集； 

( ii ) 不包含任何一个非空 环境； 

( iii ) A 是疏 朗集； 

( iv ) 3的余集 （ I ) e 是稠 密集； 

( v ) 任何非空环境 ( a , (3) 中必有非空环境 （ c /， 〆）C ( a ,/?), 使得中不含 A 中 
的点. 

22. 证明无理数全体不能表示成可列个闭集的和集. 

23. 设 ( a , 6) 或是闭区间 [ a , b ] 或是开区间 （ a ，6),/(: r ) 是上定义的有限实函数. 
证明当/(啲是上连续函数时，对任何实数 c ， 集 { x\x e ( a , b ) J ( x ) ^ c } 是相对于 
( a , 6) 的 闭集； 对任何实数 c ， 集 { x\xe ( a , b ) J ( x )> c } 是相对于的开集. 

24. 是否存在[0, 1] 上的如下函数，它在[0, 1] 的每个有理点上是连续的，而在 [0, 1] 的 
每个无理点上是不连续的. 

25. { Ix , XeA } 是直线上一族开区间.如果它们的通集非空，那么它们的和集必是开区 
间. 

26. 定义 1.4.15 设 { B x ,X G A } 是一族集，如果集 M 中任何一点 a ， 必存在某个 
B x {\ e A ), 使得 a 是集私的内点，那么称 { J 5 a ，A G Z } 是 M 的 覆盖. 特别地，如果 
{ B x , XeA } 中每个 J 5 a 是开氣那么称 { B a , Ag 斗是 M 的开 覆盖. 

设 F 是直线上有界闭集， { Bx,\e M 是 F 的一个覆盖.证明，必存在 { B A ，A e Z } 中 
的有限个集 B Xl ，…， B Xn , 使得 { B Xi ， i = 1，2,…， n } 也成为 F 的覆盖（此为直线上 Borel 
覆盖定理的一般形式） 

27. ( Lindelof , Young 定理）设 A 是直绎 上的一个集， { B A , X e A } ^ A 的一个覆盖.证 
明，必存在 { B a ，A G vl } 中（最多是）可列个集 { B An , n = l ,2,-..}, 使得 { B Xn } 成为 A 的 
覆盖 • 、 

28. 定义 1.4.16 设 { F A , A G A } 是一族集，如果任取有限个集 F Al ，…， F An ， 总有 

71 

那么称 { F x , XeA } 是 联族. 
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证明： 如果 { F x , XeA } 是联族，并且每个 Fx ( XeA ) 是有界闭集，那么 f | # 0 . 


§1.5 实数理论和极限论 

本节内容是给读者参考的. 

1. 实数理论 上面一节，整个理论是建立在实数直线的连续性的基础上. 
但是,关于实数直线本身的连续性的理论，并未说明.下面我们以有理数为基础 
来建立实数的理论.尽管人们早就在应用实数——有理数或无理数,然而什么 
是实数？这个问题直到十九世纪后半叶才得到严格解决.这方面的理论大体分 
为两类,一类由 Cantor , Ch . Me’ray (梅赖）和 Weierstrass (魏尔斯特拉斯)，分别 
获得的，他们的形式虽略有差异，但实质上是差不多的，这就是下面所要介绍的, 
这种方法具有普遍意义.另一类是 Dedekind (戴德金）的理论.关于这个理论以 
及这两种理论的统一可参看 [1]. 

定义 1.5.1 设 ai , 处,…，〜，…都是有理数.假如对于任意的正有理数 q 
有自然数 iV , 使得当 n ， m 彡 N 时不等式 

\o>n ~ a m | < £ (1.5.1) 

成立,就称 { a n } 是基 本有理数列. 

设 {〜} 和{心}是两个基本有理数列，若对任一正有理数 〖 ，有自然数 iV , 
使得当 n ^ N 时不等式 


\ a n ~ b n \ < £ (1.5.2) 

成立,就称基本有理数列 {〜} 与 {& n } 相等,记作 W } = { b n }. 

我们称基本有理数列是一个 实数. 规定相等的基本有理数列是同一个实数. 

引理 1基本有理数列 { a n } 是有界的，即有一个有理数 M , 使得对一切自 
然数 n ， 成立着 

| | ^ • 

证因为 { a n } 是基本有理数列，所以对 e = 1有自然数 iV ， 使得当 n^N 
时（1. 5 .1)成立，即 

|a n - aN\ < 1, 

从而当 n > iV 时有 . 

|a n | < |a ； v| + 1 ， 

令 M = max {| ai |， |勿|，…，|咖| + 1}， 那么 M 是有理数,而且对一自然数 n 都 
有 

|a n | < Af. T 正毕 
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引理 2 ⑴设 {〜} 与 {&} 是两个基本有理数列，那么 { a n + 6 n }, { a n b n } 
都是基本有理数列. 


( ii ) 如果 {〜},{<}, {M 和 {U 都是基本有理数列，而且 

i a n} = KJ ， { b n } = { b f n }, 

必有 { a n + 6 n } = + 6“}, { cL n b n } = { d f n b f n }. 

证由引理 1, 有正有理数 A 使得对一切自然数 n 成立着 

|如| 〈八 |°^| < 义， |^ n | < 义， |6 n | 〈乂 • 

设 e 是一个正有理数,有自然数 iV 使得不等式 


£ £ 
\ a n - a m | < ―, \ b n - b m \ < ―, 

£ £ 

\ a n - a f n \ < ―, \ b n - < ―, 


对一切 n ， m 彡 N 成立.那么当 n,m > iV 时， 

l ^ n^n —— ® m ^ m | ~ \^ n{pn ——石 m ) + (®n —— ® m )|? 

^ A |6 n — 6 m | + A \ a n — a m \ < e 

所以 { a n b n } 是基本有理 数列. 又当 n > iV 时， 

\ a nb n ~ a n ^n\ = l a n (石 n - & n ) + b n (CLn — a n)l ， 
彡 A \ b n — b f n \ -h A \ a n — a f n \ < e 


所以 { a n b n } = { a f n b f n }. 

其余的部分也可以类似地证明. 

利用引理2可以规定实数的运算 如下： 

定义 1.5.2 设 a = { a n }, b = { b n } 是两个实数,称实数 { a n + 6 n } 为 “a 加 
b 的和”，记作 a + 6;称 { a n b n } 为 “a 乘 b 的积”，记作 a • 6或 

弓随2说明了 a + . 6确是车数，而且有确定的意义，就是说，如果 a = 

a ’ , b = b f , 那么必然 a b = a f b f , a • b = a f • b f . 

容易证明下面的 定理： 

定理 1.5.1 实数全 体五 1 按照上述的加法及乘法成为一个域.换句话说， 
E 1 具有下面各项 性质： 
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1。五 1 按照加法成一交换群： 

⑴当 a, 6 G 五 1 时 ， a + beE 1 ; 

( ii ) 加法结 合律: 如果 a , b , ceE \ 那么 

a + (6 + c ) = (a + 6) + c ; 

( iii ) 存在零元素 {0, 0 , • • • , 0 , • • • } G 五 ' 记作0,对一切 aeE \ 

a 0 —— 

( iv ) 对于每一个 a G E 1 , 有负元素 - aGE 1 ， 使得 

a -|- (— a ) = (— a ) - j - a = 0; 

( v ) 加法交换律: 若 a,b G E 1 ， 那么 a-hb = b-h a ; 

2° E 1 中的非零元素全体按照乘法成一交换群： 

⑴当 a , b . eE 1 时， 

( ii ) 乘法结合律：如果 a ， b，c G E 1 ， 那么 a • (6 . c ) = (a • 6) • c ; 

( iii ) 存在单位元素 1(= {1,1, • • • }) G 五 \ 使一切 aeE 1 

a • 1 = a ; 

( iv ) 如果 a 6 五 1 而且 a 笋 0, 那么必有（乘法）逆元素 a - 1 G 五 \使得 

a . a - 1 = a - 1 . a = 1 ; 

( v ) 乘法交换律:对任意的 a , 6 G 五 ' 有 a . 6 = 6 • a ; 

3。乘法与加法之间的分配律：如果 a , b , ceE \ 那么 

a .(6 + C ) = a ' b a ' c . 

证我们只证明2。的 （ iv ) 和 3°. 

先对于实数 a ^ O , 证明存在逆元素 a - 1 6 五 1 , 使得 

a • a -1 = a -1 • a = 1. 

设 a = { a n } 那么必存在正有理数在区间 （- e〆 ） 中最多只 

有 { a n } 中的有限项.（不然的话,对每个正有理数^在 (- e , e ) 中有 { a n } 的无限 
项， an 1? a n2 , ••- , a nfe ,.-. BP | a n J < ^, 但是 { a n } 是基本数列，有自然数 iV 使得 
当 n , m 彡 iV 时 （1.5.1) 成立,取一个 n fc 彡 iV ， 那么就知道当 n 彡 iV 时 

' | a n | 彡 | a n — a nfc | + \ a nk \ < 2 e ^ 




• 50 • 


第一章集和直线上的点集 


这样一来 a = 0.) 设当 n 彡 iV e 时， | a n | 彡 e . 规定 a _1 = { a f n } 如下： ai , Y 2 , …， 

a f N _, 任意取定，而当 n 彡 iV e 时,令 < =丄.现在证明 { a f n } 是基本有理数列. 
£ an 

事实上，当 n ， m > iV e 时， 


l^-n _ | 

l^n^m I 

由于对任意的正有理数 ry , 存在自然数 iV ', 使得当 n ， m 彡 iV ' 时， \ a n - a m \ < rje 2 . 
又当 n , m > iV e 时， \ a n a m \ ^ e 2 , 从而当 n，m > max (^, N e ) 时成立 


\ a n ~ a m\ 




\ a n~ a m\ = 


— Q>m I 呢 2 — 

\a n am\ e 2 V 


所以 { a ；} 是基本有理数列，因此^- 1 = { a f n } eE \ 由于 

a ^ ' a = a - a 1 = ,. •. , cln Q /， N '> 1,. • • ， 1, • • • }， 

这个数列中从第 AT 项以后全是 1, 它等于 {1, …，1, • • • } = 1,因此 

-1 -1 ■, 
a - a = a • a = 1. 


现在来证明 3°. 设 a = { a n }, b = { b n }, c = { c n } .于是 

6 + C = + C n y ， CL • b = {fln • 石 n }， CL ' C = • Cji ^ , 


从而 


a • (6 + c ) = { a n (6 n + c n ) j - — • b n -|- d n c n } 

= { a n - b n } - j - { a n - c n } = a • 6 -h a • c . 

其余各项请读者自己证明. 证毕 

我们简记 a + (—6) = a — b , 称为 a 减 b 的差.容易明白： 0 — a = — a . 

当6 / 0时,简记 a • 6- 1 = ^ (或 a / fe ), 称为 a 除以 6的商,或称为 a 与6的 
比值,也可记作 a : 6. 

容易看出，如果 a = { a n },6 = {6 n }, 那么 a - b = { a n - b n }; 当 6 # 0,并且 
一切全不为0时， a /6 = { a n / b n }. 

上面规定好了实数的运算,下面来规定实数的顺序. 

定义 1.5.3 设 a = { a n },b = { b n } 是两个实数,假如有正有理数5和自然 
数 iV , 使得当 n 彡 iV 时， 

0 >n _ 石 n 〉及， 

那么称6小于 a ， 记作 b < a ; 或称 a 大于6,记为 a > b . 
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容易证明，若基本有理数列 {〜} = K},{U = R }, 那么当 {〜} < {心} 
时， K }< { b f n }, 所以 a < 6有确定的意义. 

定理 1.5.2 设 a , fe 是两个实数，那么三个关系 

a = 6, a < b , a > b 
必有一个成立，而且只有一个成立. 

证因为 a = { a n }, b ={ b n } 都是基本有理数列，所以对于任一正有理数 q 
有正整数 iV = iV e ， 使得当 m 彡 iV 时有 

£ £ 

| a m — a n \ < \ b m _ ^/ v | < 2 . 

因此 | a m — b m — ( a ^ — ^ n )| < 

也就是 

dN — — 6 < 0 >m — bm < 0 >n _ 6 ;v + (1.5.3) 

假如有一^个 £： 使得上式两端 a>N — bN — e 及 aN — bjv + 6 同号,譬如说是正 
号，那么只要令 aiv ―〜 —e A 当 m 彡 iV 时 

_ 石 m 〉及. 

这就是说, a > b . 类似地如果 （1.5.3) 两端同时为负号，可证6 > a . 如果对一切 
正有理数6 (1.5.3) 两端异号，就是 

dN _ &7V _ e < 0, (In — e 〉 0, 

即 |dAT — b ] Sj \ < £. 

因此，由 （1.5.3), 对每个正有理数有自然数 iV , 使当 m > iV 时， 

|a m — bm\ < e \ajsj — < 2e. 

这就证明了 a = b . 

所以 a = < fe 或 a > 6 三个不等式至少有一个成立.至于上述关系不可 

能有两个同时成立，容易从定义直接验证. 证毕 

此外还可以证明，实数的顺序与代数运算之间有下面的基本 关系： 

定理 1.5.3 设 a , 6, c 是三个实数，如果 a < b , 那么 a + c < 6 + c , 如果又有 
0 < c , 那么 a . c < b • c . 


特别地 ， a > 0与 -a < 0是等价的. 
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定义 1.5.4 大于 0 的实数称为 正数, 小于 0 的实数称为 负数. 

设 a 是一实数，记 | a | 为如下的实数：当 a > 0时， | a | 二 a ; 当 a < 0时， 
| a | = - a . 称 | a | 为实数 a 的绝 对值. 

容易 证明： 如果 KJ 是基本有理数列 ， a = { a n }, 那么 M = {| a n |}. 因此 , a 
的绝对值 | a | 有确定的意义. 

由定理 1.5.3 易知 

定理 1.5.4 设 a 和 6 是实数,那么 | a &| = | a | . |6|, 并且 

|a + 6| < |a| + |6|. 

我们还要把有理数和一部分实数等同起来.对任何有理数 r , 显然 

尸 = {r, ?V . • ， r, … } 

是一个基本有5里数列，即是一个实数，称 F 是相应于有理数 r 的实数.记说为 
有理数全体，总)是相应于有理数的实数全体.容易看出映照 

r I — > r 

是丑0与总)间的一一对应，而且在这个映照下,代数运算和“大小”顺序关系保 
持不变，就 是说： 


(ri +r 2 ) = ri -j-r 2 , ri • r 2 = n • r 2 , 
ri < r 2 蕴涵 h < ?2. 

我们今后就把 r 和 F 等同起来.这是可以的，因为对于实数来说，只要代数运算 
和大小顺序没有改变就行了.这样一来,有理数就是实数的一部分了. 

我们来证明有理数在实数中是处处稠密的，就是要证明任何两个实数中间 
必有有理数. 

定理 1.5.5 设 a , 6 是两个实数, a <6, 那么必有有理数 S 适合 


a < c < b . 

证设 a = { a n }, b = {6 n }, 由于 { a n }< {6 n }, 必有正有理数 J 和自然数 AT ， 


使得当 n > iV 时有 


bfi — cifi 


又因为 {〜} 及 {& n } 是基本数列，必有乂 > iV , 使得当 m,n >爪时, 


| a n — a m \ < \ b n — bm \ < 
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取 | = c , 这是有理数，并且当 m ^ iVi 时有 

L L L 6 S 6 S n 

bm — c = bm — 6iVi + 2 >—J + 5 = 

所以 { bm } > { c }; 又当 m 彡 iVi 时， 

L f , 5 r 5 5 5 n 

c — a m = OiVi — ciNi + (a^i — a m ) — - >o—- — - = ->U, 

即 { c } > { a m }. 证毕 

在转入讨论实数的极限论之前，先说明一个 问题: 现在建立实数的方法是把 
有理数作为已知，而把一列有理数（当然不是一般的，而是构成基本序列的有理 
数序列）就称为一个实数.这种把一列数规定作为一个数是否太奇怪呢？其实， 
这并不奇怪.例如,在人们知道了自然数后，发现它对减法运算不封闭，如果要对 
减法运算封闭，就需要岀现0 - n 这种形式的数，即负数 ，记为 -n. 再如人们发 
现自然数对除法运算不封闭，因而需要出现用自然数对 ( m , n ) 规定为一个数，即 
有理数， 记为子. 而实数理论正是由于极限运算的出现(尽管早在毕达哥拉斯时 
代已出现个别&非有理数的数，但那时，作为求极限的运算远未出现)，例如一个 
单调增加的数列，如果有上界，是否一定有极限.这个问题,从几何的直观，似乎 
是显而易见地肯定对的.但如果要求给出严格的逻辑证明却又发生困难.这样就 
必须要有严格的实数理论，给极限论以坚实的基础. Cantor 提出的这种用一列数 
来规定一个数的思想不仅为实数建立了严格的理论，而且这个思想方法已被泛 
函分析和其他学科推广了.例如本书第四章中还将采用这种方法讨论度量空间 
的完备化问题. 

2. 关于实数列的极限理论 现在利用上面建立的实数理论,来证明极限理 
论中的几个基本定理. 

定义 1.5.5 设 { a n } 是一实数列.如果有实数 a 适合如下的条件：对于任 
何正实数 q 有自然数 iV ， 使得当 n ^ N 时成立 

\a n — a| < 6：, 

那么称实数列 {a n } 收敛 于极限 a , 记作 Jirn ^ a n = a. 

定理 1.5.6 数列 {a n } 收敛的充要条 件是： 对于任一正（实）数^有自然 
数 iV , 使得当 n ， m > iV 时 


|a n _ ami < 


这就是著名的 Cauchy (柯西）收敛原理. 
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证必要性是显然的，我们只要证明条件的充分性.为便于理解，在下面的 
证明过程中，暂时仍然把有理数和对应于有理数 r 的实数 F = { r } 区别开来. 

充分性的 证明： 对于实数 an ， 存在有理数〜,使相应的实数适合 


CLji X n (Xji -|- 



对于任一正有理数由假设,必有自然数 iV (不妨取 

时， 


|a n _ 0>m\ ^ 



N 


4\ 


使得当 n ， m 彡 N 


于是当 n,m > iV 时, 


| 工 n — ^m\ ^ |^n _ a n | + \dm — X m \ -j- \d n — Q-m| 





但是 | J n - X m | = | a; n - x m |, 所以，当 n , m > iV 时， 

3 d 

l^n — (1.5.4) 

即 { X !, X 2 ,..-} 是基本有理数列，它就是一个实数，记作&现在来证明 


因为 


lllXl — Qj • 


|a - x n \ = {\xi - x n \, \ x 2 - : r n |, … , \ x k - x n \, … }, 


由 （1.5.4) 容易看出，当彡 iV 时, 


所以当 n 彡 iV 时 


\xk -x n | > - > 0. 


|a — x n \ < 5, 


对于任何正实数 q 取有理数5适合0 < 2? < q 那么当 n 彡 iV ( 仍然 iV > 


| a - a n | ^ — x n \ + \ x n — a n \ < 5 ^ < 25 < 6：, 


即 lim a n = a . 


证毕 
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定理 1.5.7 设 { a n } 是单调增加的实 数列： 

ai 彡 a 2 彡…彡彡…， 

而且 { a n } 是有上界的，那么 { a n } 必收敛. 

证（用反证法）假设 { a n } 不收敛.根据定理 1.5.6, 那么必存在某个正数 
e 0 , 使得对于任意选取的自然数 AT , 不等式 

| a n — a m | < £： o ， 

不能对一切大于或等于 iV 的 n ， m 都成立.于是，当取 iV = 1时，必有自然数 
ni,mi ^ 1 使得 

|a ni — Q>m\ | ^ ^ 0 ? 

不妨假设 m > m !; 取 iV = m + 1,必有 n 2 , m 2 ^ ni + 1使得 

1^712 _ ^ 777,2 | ^ ^0 ? 

不妨设 n 2 > m 2 . 这样继续下去，可以得到自然数列 

mi < ni < m 2 < ri2 < …< rrik < < • • • , 

使得 | an fc - a m J ^ e 0 . 但由于 { a n } 是单调增加数列，有 a nfc > a mfc ， 所以 

|a nfc — d Tnk I = O-rifc — a mk ^ ^0- 

从而得到 

®rifc ^ ®mfc ^0 ^ ^0 ^ a mfc _i + 2^o ^ * * * ^ ^^0? 

对于任意给定的正数 a , 取 / c 充分大,可使得 a mi +私> a , 这样一来，得到 

a nfc > a , 

这和是有上界的假设相矛盾，所以 收敛. 证毕 

定理 1.5.8 设 J n = [ a n ,6 n ]，n = 1,2，.••是一^列单调下降的闭区间 

h D I 2 D … D I n D … ， 

OC 

并且它们的长度趋于0,即 lim (6 n - a n ) = 0,那么必有唯一的实数 a G H / n , 

n—^oo 1 1 

n=l 

而且 
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证容易看岀，各区间的端点之间有着顺序 关系： 

a > i 彡 a >2 彡…彡彡…彡彡…彡彡&1, (1.5.5) 

所以 {〜} 是一列单调增加且有上界数列，由定理 1.5.7, 必存在极限 a a n . 

又由 lim (6 n - a n ) = 0,立即得知 { b n } 也收敛并且 a = lim 6 n .由 （1.5^)% 道 

n ― >-oc n ― >-oc 

a “ a < b n 对一切自然数 n 成立.所以 a e 5 J n .显然5 J n 只含有 a 这一 

n=l n=l 

个点. 证毕 


这就是有名的 Cantor 区间套定理. 


现在我们用区间套定理来证明关于数集上确界的存在定理. 

定理 1.5.9 直线上不空的点集必存在唯一的上确界. 

证我们只要考察直线上不空的有上界点集4好了.这时有使得任一 
x e A 适合 x ^ K . 任意取定一个 a e A . 显然有 A 中的点（例如 a ) 落在区间 
[ a , K ] 里面.记 q = a，h = K . 把区间 [ auh ] = [ a , K ] 二等分成为两个闭区间 

，其中必至少有一区间内有4中的点.如果两个小区 

间都有4中的点，那么取右边一个小区间，记之为 [ a 2 ,6 2 ]. 如果右边的区间里面 
没有4中的点，就把右边那个区间丢掉，而令左边的区间为 [ a 2 ,6 2 ], 那么 A 中的 
数都不小于6 2 而且 [ a 2 M ] 中有^的数，这样地继续平分下去于是得到单调下 
降的闭区间列 


= [ a n ， &n ]，/i 〕 /2 〕…〕 /n 〕…， 

并且 b n - a n = _ ai ) — 0 (n — 00 )，而且 A 中的数都彡 6 n ， [ a n , b n ] 中有 

A 的数.根据区间套定理，有唯一的实数 M = a n = \ im ^ b n . 

我们来证明 M = sup A 对每个 a ; G A , 有 a : < ，令 n — oc 就得到 
x ^ M . 又对于任何正数 e ， 必有 a n > M - e . 因为有 a : G Af ][ a n , b n ], 所以有 4 
中的数 - 因此 M 是乂的上确界. 

上确界的唯一性是显然的. 证毕 


同样对下确界有 


定理 1.5.9' 直线上不空的集 B 有唯一的下确界. 

这个定理也可以由 B 作集4 二 - y，y G B }， 再利用定理 1.5.9 来 

证明. 

点集 A 的上确界（下确界）不一定属于 A 

落在某个有限区间中的点集（数列）叫作 有界集 （数列). 
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定理 1.5.10 ( Bolzano — Weierstrass ) 任何有界数列必有收敛子数列. 

证 设数列 {a: n } 是有界的，即有正数 AT, 使得 {a: n } C [~ N , N ]. 于是在 
两个区间 [- AT ,0][0, AT ] 中必有一个含有 { Xn } 中的无限多项，记这个区间为八 
(如果两个区间同时含有 { a : n } 中无限多项，那么任意取一个作为 A ). 譬如说 
h = [0, W ], 将 A 等分为二： 


I " N ] 


\N A 1 

[ 0 ， T 」 

1 



选其中含有中无限多项的一个,记为 J 2 . 如此继续下去，得到一列闭区间 
A , …， 4 n ，... ，其中每个 /m = 含有 {〜} 中无限项，它们适合 

八〕…〕… ， 


而且其长度^趋于 0 (m — OC ). 由区间套定理,有 a G “ 


cl '―' lim ~~ lim bjYi* 

m—oo m—oo 

因为每个 4 n 中含有 { x n } 中无限多项，取工 m G A , 再取 M > ^1 且 G 
如此下去，那么有 { X n } 的子数列 { X nk } 适合 G Jfc ， 即 

^ ^ ^ki & = 1 ， 2 , 3 , . . . • 


所以 lim a: nfc 二 a . 

k—oo 

定义 1.5.6 设 D 是直线上的点集，多是一族开区间.如果 


U W)〕A 

( a ,/3) G ^ 


证毕 


就说区间族多覆盖 


定理 1.5.11 ( Heine - Borel ) 设多是一族开区间,覆盖着有界闭集那 
么必可以从多中选取有限个开区间来覆盖 


证 用反证法.设 F C [ a , b ]. 如果多中任意有限个开区间不能覆盖将 


[ a , b ] 等分为二，得 in = 


「 a + b ] 


\a + b 1 

h 2 J 

Jl 2 = 

[ 2 


其中至少有一个与 F 的通 


集不空，记 F n = Ff ] huF 12 = Ff|/i2, 这都是闭集.这时 F u 和 F 12 中必有 
一个，设为 F u 使得多中任意有限个开区间都不能覆盖 F n . 因为不然的话，如 
果多中有两组有限个开区间就能分别覆盖 F n 和巧 2 ,那么有限个也就能覆盖 
F , 记 F = F u F n = F 2 , 就是说， Fi , F 2 都不能用多中有限个开区间予以覆盖. 
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重复这个手续，就会得到一列有界闭集 Fx D F 2 D • • • , 它们分别包含在闭区间 
Ii 〕12〕…中 ， h = [ ak , bk ], 而且每个 = Fp |/ fc , (k = 1,2,3,…）都不能被 

多 中有限个开区间覆盖.由于4的长度|4| = 0 (fc 4+ oc )， 有唯 

00 

一的 a = lim a n = lim b n e H I n . 因为 F k 爹 0, 有 x k G F k . 由 a fc 彡: 

n—^oo n—^oo 丨 ^ 

得到 Xk a - 由于 { xk } C F , 而且 F 是闭集，因此 a G F . 

因为多覆盖 F , 有 （ a , /?) G 多使 a G ( a , /?), 当 fc 充分大时 ，4 c ( a , /?)， 
从而 F k chC ( a , (3) e 这说明多中有一个开区间 （ a , /?) 就能覆盖这 
是矛盾. 证毕 

下面我们要拓广实数列收敛的意义，这里允许它收敛到士 oc . 

定义 1.5.7 设 {〜} 是一列实数，如果对任何数4必有自然数 TV 使得当 
n > TV 时: r n > （相应地< 4) 就称 { x n } 收敛于 + oc , 记为: r n — + oc .( 相 
应地， { x n } 收敛于 - oc , 记为〜 —- oc .) 

拓广了极限的概念后，可以解除一些定理中关于数列有界或有上界或有下 
界的限制. 

定理 1.5.7' 单调数列必有极限（允许极限是士 oc ). 

证例如，设 { a n } 是单调增加数列.如果 { a n } 有上界,定理 1.5.7 已讨论 
过.如果 {〜} 没有上界,那么对每个自然数 fc , 必有 {〜} 中的 a nfc > fc . 我们在 
挑选 nfc 时注意到使得 ni < n2 < …< nfc <…，那么 { a nfc } 收敛于 oc . 再由 
{ a n } 的单调增加性,易知 { a n } 也收敛于 oc . 证毕 

定理 1.5.10' 任何数列必有收敛（允许收敛于士 oc ) 子数列. 

证如果数列 K } 是有界的，由定理 1.5.10, 它必有收敛子数列.如果数 
列 { x n } 是无界的，那么对每个自然数 fc 、 AT , 必有 x nk , n k > N ,\ x nk \ > k . 从而 
存在 { x nk }, \ x nk \ > fc , 并且 ni < n 2 < • • • < < • • •. 子数列 { x nk } 中必有无限 

个是同符号的数,例如 {〜,,} 是 { x nk } 的取正号（或负号）的子数列，立即知道 
X nkj — OO ( 或 -OC). 证毕 

下面讨论实数列的上限和下限.随着收敛概念被推广到允许极值限是土 OC ， 
自然，数集 A 的上确界 Slip A 、 下确界 inf 4也可推广到允许取土 OC . 

如果数集4中，可取出一个收敛于 OC 的数列，这时规定 sup A = CXD ； 如果 
A 中取不出收敛于 oo 的数列，这时 sup 4的定义和从前一样.同样，如果4中 
可取出一个收敛于 - OC 的数列时,这时规定 inf 4 = - oc ; 如果4中取不出收敛 
于 - oc 的数列， inf 4的定义和从前一样. 
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引理3设 { x n } 是一列实数.那么 

supx n = lim max ( a ： i , • • • , x m ), (1.5.6) 

n 771—>*00 

inf x n = lim min ( a ： i , • • • , x m ). (1.5.7) 

n m—►oo 

证记 M = supx n , y m = max ( xi , - - - , x m ). 显然 { y m } 是单调增加的数列, 

它是有极限的.如果 n M = oc , 那么，根据定义,必有子数列 {〜 J , 使得 — oo . 
由于 2/ n fc >所以 2/nfc — oc , 从而 （1.5.6) 成立.如果 M < oo , 那么，根据定 
义，一切< M , 从而 y m < M . 因此 


lim y m ^ M . (1.5.8) 

771—>*00 

反过来，对任何 e > 0,必有某个 x n ， 使得 x n > M - €, 所以当 m > n 时, 
y m > M - e . 这样又得到 

lim ym ^ M - e , 

m—oo 

令 e — 0, 注意到 (1.5.8), 立即可知 (1.5.6) 成立. 

同样可证 (1.5.7). 证毕 

定义 1.5.8 { a : n } 是一列实数,它的所有收敛（允许收敛于士 oc ) 的子数列 

的极限值中最小（最大）值称为 { x n } 的下限（上限)，记作 lim : r n ( Hiii a ： n), 或 

n—^oo n—^oo 

记作 lim inf a: n (lim sup x n ). 

n n 

按定义,显然下式成立： 


n—►oo 


(1.5.9) 


m ： 


对于 4 S , 3 , 7, … ， n (_1) n _1 , … 1, Em x n = + oc , lim a: n = 0. 

I 2 4 J n -^ cx ) n -^ cx ) 

Xfi —— + oo , lllXl Xfi ~* oo « 


2 . 对于 {1, -1,2,-2 , ••- , n ,- n , ••• }, lim 

n—►oo __ 

3. 对于 {1!, 2!, 3!, … , n !, • • • }, lim x n = lim x n = + oo . 

n—^oo n—►oo 

4. 对于 乂 1， • • • , 一， •. • [ , lim x n = lim x n = \ imx n = 0. 

I 2 n ) n—oo n—oo n 

关于数列的上、下限有下面的一些基本 性质： 


定理 1.5.12 ⑴任何实数列 { x n } 的上、下限必存在,并且 


lim x n 

n—oo 


lim x n 

n—►<» 


= lim lim niin (3^， 3 ^+ 1 ， • • •， Tn + 771 )， 

n—00 m—^00 

=lim lim max (: r n ，: r n + i ，• • •， x n+m ); 

n—00 m—^00 


(1.5.10) 

(1.5.11) 
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( ii ) { x n } 为收敛的数列的充要条件是 

lim x n = lim x n \ (1.5.12) 

n 一 ^°° n—oo 

( iii ) 设 {2/ n } 是收敛数列，在下式右边有确定意义（即不岀现 +OC + (- OC )， 
或 -OC + OC 这种不定形式）时，有 

lim ( x n - hy n ) = lim x n + lim y n , (1.5.13) 

n—oo n—oo n—oo 

lim ( x n + y n ) = lim x n + lim y n \ (1.5.14) 

n—^oo n—^oo n—>oo 

( iv ) 在下式左边有确定意义（即不岀现 +OC + (- OC ) 或 -OC + OC 这种不定 
形式）时，有 


lim a: n + Urn 2 /n ^ Um { x n + 2 M ), (1.5.15) 

n—oo n—oo n—^oo 

lim x n + lim y n ^ lim ( x n + y n )\ (1.5.16) 

n—oo n — j^oo n—oo 

( v ) { x n }, { y n } 是两个数列，如果彡 y n ( n 二1，2,…），么 

lim x n ^ lim y n , lim x n ^ lim y n \ (1.5.17) 

n ― ►oo n ― >oo n 一 ^°° 71 一 ^°° 

( Vi ) a 是正数， /? 是负数，那么 


lim ax n = a lim x n 

n—^oo n—>oo 


lim f 3 x n = P lim x ni 

n ~^ cx> n—^oo 


lim ax n = a lim x n , 

n—^oo n—^oo 

lim (3 x n = (3 lim x n \ 

n^o n -^°° 


(1.5.18) 

(1.5.19) 


证⑴第一步先证明 (1.5.10) 右边的二次极限确实存在.为方便起见，记 


^n,m ~ ， X n ^-i , • • * 1 X 1 


固定 n 时,数列 { G n , m |m =1,2,3,..} 是单调下降的.根据定理 1.5.7' 它必有极 
限，把它的极限（可以是 - OC ) 记为 


G n = lim Gn.rri' 

m-^oo 

根据引理 3, G n = inf 以.由于集 { x k \k ^ n } D { x k \k ^ n + 1}, 所以前者的下确 

k^n 

界不大于后者的下确界,所以数列 { G n } 又是单调增加的，再用定理 1.5.7'， 它的 
极限存在（也可以是 士 oo ), 记为 G = lim G n . 那么 

n—^oo 

G = lim lim min ( x n , x n + i , - - - , Xm ) 

n—)*oo m—)*00 
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存在. 

第二步证明 G 是 { x n } 的某个收敛子数列的极限. 

首先，由于 G n = inf 以，对每个 n ， 必有 k n {^ n ) 使得 

k^n 

当 G n > — oc B ' t , G n ^ Xk n < G n + —, (1.5.20) 

n 

当 G n = — oo 时，: < — n . (1.5.21) 

因为 — oc ， 可以从中取岀一个子列 

< &ri2 < . . . < Arii/ < . . • ， 

使得这样一列 { n v } 或是都成立 (1.5.20), 或是都成立 (1.5.21). 如果 （1.5.20) 都 
成立,那么 


G = lim — lim x k n - 

P —OO oo 


如果 (1.5.21) 都成立，那么 

G — lim Gn u ~ — oo = lim ^k n - 

U—^OO P —oo 

总之，我们找到了子数列 { x fcni / …=1，2, 3,… } 使得 

G = X k ni/ - 

第三步我们要证明 { x n } 的任何一个收敛子数列 { x nk } 的极限都不小于 G . 

由于 

G^rifc 二 inf < Trifc ， 

所以 G = /m G nfc < jim x nk . 

因此 G 就是 { x n } 的一切收敛子数的极限的 i 小值. 因此 Mm 〜存在而且就 

n—^oo 

等于 G . 

类似地可以讨论上限.至于 ( ii )-( vi ) 的证明留给读者. 证毕 

对于实函数序列 {/ nW }, 可以仿照上面⑴相应地定义函数列的上限（下限) 
函数，即 


lim fn { t ) = lim lim min {/ n ( t ) ，…， / m ( t )}, (1.5.22) 

oo n—oo m—oo 

lim f n ( t ) = lim lim max {/ n ⑴,… ，/ m ( t )}. (1.5.23) 

n — >*00 n—oo m—^oo 
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习题 1.5 

1. 证明定理 1.5.12 中 （ ii ) 一 ( vi ) 以及⑴中的 (1.5.11) 式成立. 

2. 设 { x n } 的上限 Xn 是有限值.证明数 a = 的充要条件是：对任何£ > 0, 
满足> a + e 的: r 。 只有有限个，而: c n > a — e 的: Cn 必有无限个. 

3. 设 { x n } 是实数列，如果它的一切收敛子数列的极限都是有限的，记这些极限值全体 
为&证明 S 是闭集. 





第二章测度 


§2.0 引 言 

从本章开始，我们介绍本书上册主要内容——测度与积分.在数学分析中 
读者已学过 Riemann 积分， Riemann 积分具有明显的直观性，即它是面积的推 
广.在相当广泛的场合,它也够用了.但随着人们对客观世界认识的不断深化，特 
别是在18世纪，有关热、波、电磁等的研究的需要，数学上必须对函数项级数、 
含参变量的函数等进行更深入地探讨.如果说数学中的导数是力学中质点运动 
的速度、加速度的数学表达，那么数学中的积分就是表达功、能量的重要数学工 
具.随着物理学的发展，迫切希望数学能有一个比 Riemann 积分更为有效的积 
分,它既能保持 Riemann 积分的直观性,又能在逐项积分（即积分与极限交换顺 
序）方面比 Riemann 积分所需的条件（在 Riemann 积分中通常加一致收敛等类 
型条件）有较大的改进.数学家 Lebesgue (勒贝格）首先建立了较为令人满意的 
一种积分 现在人们都称它为 Lebesgue 积分. 

介绍 Lebesgue 积分不能像介绍 Riemann 积分那样，一开始就定义什么叫 
Lebesgue 积分,然后研究这个积分有什么性质和应用.而先需要引入测度概念、 
可测函数概念，并且要用足够的篇幅对它们进行讨论后才能开始定义 Lebesgue 
积分,进而讨论它的性质和应用.这是一个较为复杂的过程.为了便于初学者了 
解本书上册中今后各章的目的和联系，先简要介绍引岀 Lebesgue 积分的思路. 

首先看一个按 Riemann 积分意义下不能逐项积分的函数项级 数:设 { n } 是 
[0, 1] 上有理点全体（它是可列集)，函数％⑷在 n 点的值为1 ,而在[0, 1] 上 
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其余的点上的值为 0. 显然级数 


D (^) = “工) 


( 2 . 0 . 1 ) 


在 [0, 1] 上处处收敛，极限函数 D ( x ) 是熟知的 Dirichlet (狄利克雷）函数.我们 
知道，每个是[0, 1] 上性质很好的“简单函数”，是 Riemann 可积的，而 

且 （ i ?) cp ri ( x)dx = 0 (积分号前加 （ i ?) 表示这个积分是 Riemann 积分，用以 
Jo 


区别其他意义下的积分).然而 D ( x ) 不是 Riemann 可积的.所以在 Riemann 
积分意义下，级数 (2.0.1) 是不能逐项积分的.但是，能不能定义一种新的积分 



( p { x ) dx , 使得每个 Riemann 可积函数 cp ( x ), 按新积分也是可积的，并且 


pb pb 

/ cp ( x)dx — ( R ) / cp ( x ) dx . 

J a J a 

这样就保证了凡能用 Riemann 积分的地方新的积分仍然可以用.从而 



<^ ri ( x)dx = ( R ) 



(^ rz (x)dx = 0 


(i = 1,2,3,...). 


另外，有些按 Riemann 不可积的函数按新的积分的意义却是可积的.例如，如果 

有一种新积分，能使 D ( x ) 可积，并且 [ l D ( x)dx = 0. 那么，虽然函数项级数 

Jo 

^ % ㈤ 不一致收敛于 D ( x ), 但按新积分仍可逐项积分.事实上， 


以 1 參 


工^0 = 0= / D ( x)dx = I ( p r% ( x ) dx . 


上例启示我们可以作如下 设想： 如果引入一种新的积分，第一，凡 Riemann 可积 
函数都按新积分意义下可积，并且两种积分的值 相同； 第二，有不少 Riemann 不 
可积的函数，但按新积分仍是可积的.那么新积分的应用范围就不小于 Riemann 
积分,并且就有可能改进 Riemann 积分中逐项积分的条件. 

下面从分析 Riemann 积分入手，引出建立新积分的方案. 

设 /&) 是在区间 上定义的有界函数，在 [ a ，6] 上任意取一组分点 a = 

Xq < X\ < ... < X n —\ < x n = 6, 并在每个小区间中任意取一个点 
Q{i = 1，2,…， n ), 作和式 


S = ^2f{Ci){xi - Xi-i). 
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如果有常数 A ， 使得对任何 e > 0,都有相应的 (5 > 0,只要分点组满足 
max ( xi - Xi - i ) < S , 不管 G 如何取,上面作出相应的和式 S 都满足 |5- A | < e , 

那么就说 /(: r ) 在 [ a ，6] 上是 Riemann 可积的，数 A 就称为/⑷在 | a ，6] 上的 
Riemann 积分.并且把它记成 


{ R ) J f ( x ) dx . 

对于区间 [ a ,6] 的任何给定的一个分点组{^},我们把在第 i 个小区间 
[Xi-i,Xi] 上函数值/( X )的上确界及下确界分别记作 Mi 及77^: 

Mi = sup f ( x ), rrii = inf f ( x ). 

又记 u i = M i - TRi , 称叫为 /(4 在区间上的振幅.我们从数学分析 
教程中知道, /(： r ) 在区间 [ a , 6] 上 Riemann 可积的充分必要条件是对任何 e > 0, 
都可以找到一个分点组 { a : J , 使得相应的 

n 

y^^u)i(xj - Xi-i) < e. 

i=l 

我们现在直观地不严格地来讨论一下这个结论.如果 /( x ) 是非负值的函数， 
/㈤ 在 [ a , 6] 上的 Riemann 积分就是由 z 轴，直线 x = a , x = b 及曲线 y = f ( x ) 
所围成的曲边梯形的面积（如图 2.1). 而和式 S 就相当于把曲边梯形分成 n 个 
狭长条的曲边梯形，且把每一个小曲边梯形的面积用一个矩形的面积来代替.小 
矩形面积之和 就是叉 而当分法越来越精细的时候, S 将趋近于曲边梯形的面积. 
这就是 Riemann 积分的基本思想. 



但是，在给定了一个分点组之后，每个小曲边梯形用小矩形代替时，矩形的 
高度（即 m 的值）还是有一个范围的，如果在各个小区间中，都取得使 m ) 
嘬大”（实际上可能只是接近于嘬大”值)，或是都取得使 f ( Q ) “最小”，这时， 

相应作出的和 s 与 s 就有个差别，这相差的数值可以认为是^). 
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因此函数 / Or ) 的 Riemann 可积性就相当于 S 和 s 有同样的极限,也就是 

n 

〉 ^ u)j(xj — Xi—i) —> 0 . ( 2 . 0 . 2 ) 

i=l 

当函数值变化急剧，使咕不变小的区间很多时，就会有 Riemann 不可积的情况 

n 

出现例如 D ( x ) 就是因为在任何小区间上咕=1,从而 
Xi - i ) = 6 — a 7 ^ 0,所以 D ( x ) 不可积. 

由此可见，引起函数 / Or ) Riemann 不可积的原因是：当把曲边梯形分成小 
曲边梯形时,在小区间上函数值变化很大,从而用小矩形去代替小曲边梯形时误 
差就会相当大.针对这种情况，可以考虑一种改进的方案:在把分成若干块 
(但每一块不一定是小区间）的时候,要求在每一块上函数值都相差较小,然后每 
小块上作相应于上面的矩形的图形,作岀这种图形的面积之和，和式的极限就作 
为积分的值.下面把这个“方案”具体地说一下. 

设 / Or ) 是上定义的有界函数，其函数值满足 A < /( x ) < R 我们不 
是在上取分点组而是在函数值的所在范围 [ A , B ] 上取一组分点 { yi }(i = 
0,1，2,... , n ) : A = y 0 < 扒 < … < 如= R 记及= { x\x G [ a , b ], yi-i ^ f ( x ) < 
Vi ), 它相当于前面所说的“第 i 个小区间”.段的“长度”记为 miEi ), 然后，任 
取& 作和式 

n 

S = 公，脱 , (2.0.3) 

i=l 

接下去使分法无限地精细（即使得 max(yi - yi - i ) 0), 和式 S 的极限就叫做 
/⑷在 [ M ] 上的积分. % 

例如，图 2.2 所示函数/⑷的一组分点{队},相当于“第二个小区间”的五 2 
就是0：轴上用粗线标出的四个小区间的和集，而 m(E 2 ) 自然应该理解为这四个 
小区间的长度之和. 



图 2.2 


这样的一种想法是否可行呢？从要求和式 S 的极限存在的角度看，无疑这 
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种做法是好的.因为现在分法精细的标志就是所有的叫很小，因此 乞聊⑽ 

将随着分法的精细而趋于零.这样,似乎不会发生不可积的情况.但 S 句题岀在 
对一般的函数 f { x ), m ( E i ) 是否都有意义？例如对 D ( x ), 如果1 G { yi - uyii 那么 
集 Ei 就是 [0, 1] 中有理数全体，记 为深; 如果0 G ( yi - uyii 那么集及就是[0, 
1] 中无理数全体, 记为災 熟知的区间的“长度”概念又怎么能在这种复杂的集 
上有意义呢？ 

因此,要实施新方案，第一步就是如何将区间的“长度”推广到更为复杂的 
点集上去.当然，最好是直线上所有的子集都有“长度”，而且有界集的“长度” 
是有限的，这样，一切有界函数都可以积分了.然而，一般地说，再要求这个积分 
有好的逐项积分性质，这是做不到的，只能做到直线上相当广泛的集（但不是直 
线上所有的子集)，即所谓 Lebesgue 可测集有“长度”（它的正式名称是测度).既 
然只能一部分集才具有“长度”（测度)，第二步就要解决怎样的函数才对 
任何 yi—i < yi, 集合 {x\yi-i ^ f ( x ) < yi} 是有“长度”（测度）的集.换言之，我 
们还要讨论:对任何 c < <使集{咖彡/⑷< 0总是具有“长度”的函数（它 
称为可测函数）的特点和性质.只有对这种（可测）函数，才能作岀 （2.0.3) 中的 
和式.第三步才能讨论这种（可测）函数在什么时候有积分以及积分的性质和应 
用.特别是它与 Riemann 积分的关系. 

第二章实际上只是做第一步的工作.第二、三步工作将在第三章中做. 

建立 Lebesgue 积分的这个过程的思想方法，早就被推广到远非直线、平面 
的情况，而是推广到相当广泛的一般集合上了.建立在一般集合基础上的测度、 
可测函数和积分的理论（简称为测度论）不仅统一了历史上许多重要积分，如 
Riemann 积分、 Lebesgue 积分、 Riemann-Stieltjes (黎曼-斯蒂尔切斯）积分以 
及 Lebesgue-Stieltjes (勒贝格-斯蒂尔切斯）积分等，并且已成为近代分析数学 
很普遍而重要的基础知识了.所以本书中主要讲的是一般集合上的测度和积分 
理论，而把直线上的 Lebesgue 测度和积分作为一个特别重要的特例加以介绍. 

为了便于读者更好地掌握第二章中的建立在一般集上的测度理论，我们先将 
直线上 Lebesgue 测度建立的过程，即把区间的长度概念如何向复杂的点集（例 
如[0, 1] 上有理点全体涿或无理点全体货）上推广成测度（即“长度”）的过程 
作简略地介绍.设 I 是由直线上某些（有些是“简单”的、有些是“复杂”的）子 
集所组成的集.我们说 m 是 I 上的测度，它主要应满足哪些要求呢？通常有如 
下一些 要求： 

( i ) 所有的区间，如 （ a ，&]、（ a ，&)、[ a ，&] 等都在 I 中，并且区间的测度就是区 
间的长度，即 = m (( a , b ]) = m ([ a , b }) = b — a . 这个要求简单地说就是 
“测度与长度是符合的”. 

( ii ) 如果 E ^ E 2 eL , 而且 E l p [ E 2 = 0, 那么 E 1 \ jE 2 eL , 并且 m ( E 1 { jE 2 ) 




= m ( E l ) + m ( E 2 ). 简单地说，要求测度具有类似于长度的可加性. 

( iii ) 如果 E ^ E 2 e L , E l D E 2 , 那么 E l - E 2 e L , 而且当 m (五 2 ) < oo 时, 
m ( E l - E 2 ) = miE ,)- m ( E 2 ), 即测度和长度一样是可以相减的. 

上面 (i)-(iii) 是对测度（“长度”）的直观而自然的要求.不过这些要求只影 
响测度的代数运算，对极限运算没有本质的影彡向.下面是作为测度在极限运算方 
面的要求. 

OO / OO \ 

(iv) 如果 {^ m } 是中一列互不相交的集，那么 U 五“1，并且爪 ( E n \ 

n=l \n=l / 

= f 2 m ( E n ). 这个要求称为可列可加性.可加性要求 （ ii) 实际上是可列可加性 

要東 ( iv ) 的特例，即当0 =五 3 =五 4 =…=五 n =…♦时， （ iv ) 就变成了 （ ii ). 

对于 I 上满足 (i)-(iv) 的测度 m, 由 ⑴、 （ iii) 立即知道任何单点集 {a} 
的测度是零，即 m ({ a }) = 0. 特别地，当 a 是有理数 r 时， m({r}) = 0 .而 [0, 
1] 上有理数全体深 是 可列集，由 （ iv) 可知 m (^) = 0. 再由 ⑴、 （ iii )， m { S >) = 
m([0 ， l] -^) = m([0 ， l]) — m ( 深 ） = 1. X 才 （ 2.0.1) 式中 ％⑷， D ⑷，直 接计算 
(2.0.3) 式，易知 ^ ri ( x )， D ( x ) 关于 m 是可积分的，而且积分值为零.从而级数 
(2.0.1) 就可以逐项积分.如果 m 不满足要求 （ iv), 就不能从单点集的测度是零 
推岀 m (深 ） = 0,以及 m ⑼= 1. 从而谈不上 D ( x ) 是可积分的，更谈不上可以 
逐项积分. 

在明确了测度应满足的一些基本要求之后，重要的问题就是如何寻找 L ， 并 
在 I 上定义 m . 这个问题的大体想法是先在直线五 1 上取某些区间，例如取 
所有有限的左开右闭区间全体所成的集，记为 P ， 对 P 中每个元素 ( a , 6] 规定 
m (( a ,6]) = b-a (即区间 （ a ，6] 的长度).按测度要能加、减的要求，先将 P 扩充成 
风，这里风是由有限个互不相交的左开右闭区间的和集作为元素的集.对说 

n n 

中的每个兀素五= bi ](( ai , bi ] f ]( aj , bj ] = 0 ,z ^ jf ), 规定 m ( E ) = y ^( bi — ai ). 

这样，定义在风 ±&S m 就满足 (i)-(iii) 的要求.但 （ iv) 还不能满 g 原因是 
Ro 中元素太少，例如开区间 (a,6), 闭区间都不在风中.如何找岀一个合 
适的 I ，并且 I 中每个集都有测度？ 一个较直观的想法是类似定义平面上曲边 
形的面积的方法（即先定义“外面积”，后定义“内面积”，而当“内、外面积相等 
时才规定为有面积)，先定义直线上任何子集五的外测度： 

( OO OO ^ 

( 2 . 0 . 4 ) 

U=1 i=l J 


然后想办法定义五的内测度取 I 为一切内外测度相等的集全体，并规 
定[中的 E 的测度 m ( E ) = m * (五）= m ,( E ). 
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但是内测度的定义一般不采用下面的方式： 

( oo oo ^ 

m ^( E ) = sup < ^2 m ( Pi)\Pi e Ro , \^j Pi C E > . (2.0.5) 

U=1 i=l J 

因为 ilo 中的元素都是有限个互不相交的左开右闭区间的和.按（2.0.5)，任何不 
含内点的集五（例如％、货等都是没有内点的集)， m ,( E ) = 0. 这样，集货就 
不可能是有测度的集.否则，便有 m (^) = m ，） = m * ⑼ ） = 0.但 [0, 1] 是有 
测度的集并且 m ([0, l ]) = l , 按测度应满足减法的要求 ， ^ = [0,1 ]-^ 也是有测 
度的氣并且 m (淡）= m ([0,1]) - m { S >) = 1. 这与 m (深）= m * (深 ） = 0相矛盾. 
内测度的定义一般采用下面的方式（还有另外的方式)：对任何有界集五,不妨设 
E C ( a , 6], 规定 

772* (- £/) = b — CL _ 777/* ((ci, b\ _ E) • (2.0.6) 

对一个有界集五，当 m ,( E ) = m * ⑻时，称 E 是有测度的,并规定测度 m { E ) = 
m .( E )= m *( E ). 进而证明说中每个元素都是有测度的，并且测度就是原来的 
测度.再证 m 在所有有界的有测度集上满足 ( i )-( iv ). 最后再推广到无界的情 
况.这是一个复杂的过程. 

在用内、外测度相等的办法建立测度的过程中，要用到直线上某些特有的性 
质，在向一般集合上推广时有时不是很方便.本书中是采用的另一种方法，是一 
种便于向一般集上推广的方法，即直接分析由 （2.0.4) 所定义的外测度究竟在哪 
些集上具有可加性，从而找岀具有测度的集必须具备的基本特征，并以此特征作 
为有测度的集的定义，从而建立测度的理论. 


§2.1 集 类 


本节是为本章以后各节讨论测度时要用的集合论方面的准备知识，特别要 
介绍几个重要的集类. 

设 X 是某个取定的集，有时也称为基 本空间 ，以 X 的某些子集为元素所成 
的集称为 X 上的集类，或简称为类.集类用黑体英文字母表示，例 如戽圹 M 等. 
设五是 X 上某个集类， M 是 X 的某个子集，五 AM 表示集类 { MC \ E \ EeE }. 

1. 环与代数 


定义 2 . 1.1 

都有 


设 X 是一个集，只是 X 上的集类，如果对任何 E ^ E 2 eR , 
Ei[^jE2 G E\ — E/2 G 


那么就称只是 x 上的环.特别地，如果还有 XeR , 就称 H 是 X 上的代数，或 

称为域. 
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由定义可知，环是对集的 “ LJ ” 及“-”运算封闭的非空类，而代数是对“余” 
运算也封闭的环. 

下面举几个环的例子. 

例1设 x 是任意的集， x 的有限子集（包括空集 0) 全体所成的集类五 
是一个环.当 x 本身是有限集时 ，五 是个代数. 

例2设 X 是任意无限集， X 的有限子集及可列子集（包括空集 0) 全体 
所成的集类五是一个环.当 X 本身是可列集时，五是个代数. 

例3设 X 是任意集， X 的所有子集全体所成的集类五是个代数. 

例^五 1 是实数全体，说是由五 1 中的有限个左开右闭的有限区间的和 

集 E 全体所成的集类.那么丑0是个环. 

i=l 

现在验证风是环 . 说对于运算 “ U ” 的封闭性是显然的，所以只要验证 
风对运算是封闭的.首先注意到空集0可以视为因而 0 e Ro . 
而任何两个左开右闭区间的差只可能发生如下三种 情况： 或是空集， 
或是左开右闭区间，或是两个不相交的左开右闭区间的和，任何情况岀现都说明 

n m 

( a , b ]-( c , d } eRo . 对丑 o 中任何 E =\ J ( a u bi }, F = \ J { c h d 3 }, 由于 

i=l j=l 

n n 

[ Jiai . bi ] - ( c , d ] = [ j (( ai , bi \ - ( c , d }), 

i=l i=l 

因此说中任何元素五减去一个区间 (C,d] 后仍属于风.由于 

m 

E - F =( E -( c u d 1 })-\ J ( c 3 , d 3 i 

尸2 

利用 E-^dk) eRo 以及归纳法易知 E-FeRo, BP Ro 对运算“-”是封闭的. 

显然 ilo 中的元都可以表示成有限个两两不相交的左开右闭的区间的和，当 
然表示法并不唯一. 

在这个例子中，如果把条件“左开右闭”改为“左闭右开”，那么仍然是一个 
环.但要注意，由有限个开区间（或闭区间）的和集全体所组成的集类并不是一个 
环，这是因为两个开区间的差集可以不再是开区间（对闭区间的情况也是如此). 

例5 E 1 仍表示实数全体，表示由五 1 中的有限个有限区间（不论是开 
的、闭的、还是半开半闭的）的和集全体所成的集类，那么是个环. 

例6在二维欧几里得空间 E 2 中，当 a < 6, c < d 时，称 


E = {{ x ^ y)\a < x ^ b , c < y ^ d } 
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为 E 2 中的左下开右上闭的矩形，由有限个左下开右上闭的矩形的和集全体所成 
的集类五是一个环. 

对于 n 维欧几里得空间，也可作岀类似的环. 

由于 


Elf]E 2 = (五 ilj 五 2)—( 五1 — 五 2)—( 五2 —五 1)， 

可见圩对亍 n ” 単等卑晕_印昀.另外，牵率 9 r 昀元寧.砰尽 

• n 

中有喂个本寧仏，…，仏昀和率 u 及卑辱亍尽这由环的定义可以直接知道. 

我们再指岀一点：如果丑 i 与丑 2 —基本空间 x 上的两个环（或代数)，那么 
它们的通集 H = RiHR 2 也是个环（或代数).这是因为当 E u E 2 eRH ^ 它们 
都属于拓，也都属于丑2,所以 E 1 \ JE 2 € RuE 1 \ JE 2 £ R 2 , 于是 E l [ jE 2 eR , 
同样理由可知 E l - E 2 £ R . 更一般地 ,X ±昀任章个圩（荜代黎）只 c 昀琿隼 
n ^ c 仍晕个圩(荜代窣). ’ 

C 


定理 2.1.1 设五是由集 X 的某些子集所成的集类，那么必定有唯一的环 
(或代数） H 使得 

( i ) ECR , 

( ii ) 对任何包含五的环（或代数）反都成立 H C 反. 

换句话说， H 是包含五的最小的环（或代数). 

证首先，由于 X 的子集全体 X 是个环，它当然包含五，因此包含五的 
环确实是 有的. 作一族环 | = {^|X DR f D E , R 是环 }. 令 R =厂|贫， 

就是说 H 是所有包含五的环的通集.由于任意个环的通集是环，所以丑是环， 
RDE 是显然的，由 H 的定义可知性质 （ ii ) 成立.而满足⑴， （ ii ) 这两条性质的 
环当然只有一个.对于代数的情况，类似可证. 证毕 


定理 2.1.1 中的环 atm r 称为由集类五所张成的环（代数).由集类五 
所张成的环（代数）一般用只 (丑） 或 ^( E )(^{ E )) 表示. 

例7设 X 是一个任意非空集，五表示由 X 的单元素子集全体所成的集 
类，那么 R(E) 就是由 X 的有限子集（包括空集）全体所成的环（见例 1). 

例 8 令 P 表示实轴上左开右闭区间 (a,6](-oo < a < b < oo ) 全体所成的 
集类,那么 R(P) 就是前面例4中的环说. 

容易知道，如果五是个非空集类， R(E) 就是由五中任意取有限个元素 
e u e 2 , …， E n 经过有限次 “ U ”， “门”，运算后所得的集全体.在类五中加进 
元素 X 后所成的类记为於，显然 R(E f ) = ^(E). 
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2. 心环与心代数 环和代数这两种集类只对集的 “ LJ ”、 “-”运算封闭. 
对于分析数学来说，还必须考察对集的极限运算也封闭的集类，即考虑 a - 环和 
a - 代数. 

定义 2.1.2 设 S 是由集 X 的某些子集所成的集类，如果对任何一列及 G 
S(i = 1，2,3,…），都有 


Ei G S , Ei — E <2 G S ， 

i=l 

就称 S 是 X 上的 o ■-环. 如果又有 X € S , 就称 S 是 X 上的 o ■-代数 ，或 a - 域. 

由定义可知 a - 环 （ a - 代数）是对“差，，和“可列和”运算（还有对“余”运算) 
封闭的非空集类. 

前面例2、3中的环都是 a - 环,但例4、5、6所举的环并不是 a - 环.例1中 
的环一般也不是 a - 环，除非 X 本身是有限集，这时例1和例3是一样的. 

显然空集0属于任何 a - 环，因此 a - 环必定是环. 

根据和通关系式，可知 

oo OO oo / oo \ 

n 段及 —u u 均—及， 

i=l i=l i=l 、 J _=1 J 

因此， q-mif “可烈琿，，昀运萼*晕_印昀.由 (1.1.4) 式可知，如果一列集 
{^}都属于一个 a - 环，那么它们的上限集与下限集也属于这个 a - 环.这样， a - 环 
就是对极限运算也封闭的环. 

与环(代数)的情况一样，任意个昀琿率仍晕个？-圩 ( a-imy 

定理 2 . 1.2 设五是由集 X 的某些子集所成的集类，那么必定有唯一的 
a - 环 （ a - 代数） S 使得 
⑴ ECS, 

( ii ) 对于包含五的任何 a - 环 （ a - 代数）&都成立 SdS 、 

定理 2.1.2 的证明与定理 2.1.1 相同，只要把证明中的“环（代数)”都改成 
V - 环 （ tr -代数)”就可以了.定理中的 a - 环 S 称为由集类五所张成的 a - 环.由 
集类 E 所张成的 a - 环用 S ( E ) 表示，而 E 张成的 a - 代数仍常记为 ^( E ). 


系 S { E ) = S { R { E )). 

证 因为 S { E ) D E , 所以 S { E ) D R ( E ), 从而 S ( E ) D S { R { E )). 反之，由 
于 E C R { E ), 所以 S { E ) c S { R { E )). 证毕 
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注意， 当五是 X 上的某个集类时，我们不能简单地设想 S ( E ) 是下面形式 
的集的全体:在五中任取一列集 { E n }, 进行一系列的 “ U ” 、 “ n ” 、运算后所 
得到的集.一般说来，对一列集 { E n }, 中间插入上述运算符号，依次运算所得的 
集的序列不一定有极限，即使有极限，把这些极限集全体拿来也只是 S ( E ) 中一 
小部分.所以 S ( E ) 的结构远比 R ( E ) 复杂. 

3. 单调类 X 是基本空间，五是由它的某些子集所成的类 . 是对代 
数运算 “ LJ ”、 “门”、“-”封闭，且是包含五的最小的类.为使极限运算封闭，将 
E 扩张成 S [ E ), S { E ) 的结构是复杂的.这里我们将用单调类概念给岀 S ( E ) 
的某种描述（单调类的技巧在研究集类对极限运算封闭性中是常用的，例如见本 
书 §3.5 以及下册 §6.7). 

定义 2.1.3 设 M 是由 X 的某些子集所成的集类.如果对 M 中任何单 
调的序列 { E n }, 都有 lim e M ， 那么称 M 是单调类. 

n—oo 

单调类就是对单调序列的极限运算封闭的集类.当然，单调类并不必对运算 
“U” 、封闭.例如 X是数直线， M = {[0, 1]， [2,3]} 是单调类，但 M 对“ U” 
不封闭，对“-”也不封闭. 

由定义直接可知，任意个单调类的通集仍是个单调类.因此，与定理 2 . 1.1 相 
同，可以证明下面的 

定理 2.1.3 设五是由集 X 的某些子集所成的集类，那么必有唯一的单调 
类 M 使得 

( i ) ECM , 

( ii ) 对于包含 E 的任何单调类 M 都有 iV ^ ：) M . 


定理中的 M 称为由集类 E 所张成的单调类.由集类 E 所张成的单调类用 
M ( E ) 表 7 K . 

引理 1 a - 环必是单调类，单调环必是 a - 环. 

证因为 a - 环对于可列和及可列通运算都是封闭的，而单调集列的极限集 
就是这一列集的和集或通集，因而 a - 环必定是单调类. 

另一方面，如果 M 是个单调环，即 M 既是单调类又是个环,要证明 M 是 
a - 环，显然^要证明 M 对可列和运算的封闭性.设仏 e M(n = 1，2,3,…)， 

记 K = 0及，由于 M 是环，所以 F n e M . 而 { F n } 是单调上升的，因此 

1 = 1 

lim G M , 但 

n—►oo 

oo oo 

\ \ E n = \ \ F n = lim F n e M . 

n—oo 
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所以 M 对于可列和运算是封闭的，因此 M 是_ a - 环. 证毕 

定理 2.1.4 设 H 是由集 X 的子集所成的环，那么 


S ( R ) = M ( R ). 

证 因为 S ( R ) 是包含 H 的 a - 环，由引理1它是单调类，但 M ( R ) 是包含 
R 的最小单调类，所以 M ( R ) c S ( R ). 

如果我们能证明 M ( R ) 是环,那么 M ( R ) 是个单调环，由引理1它是 a -环. 
但 S ( R ) 是包含 H 的最小 a - 环.所以就得到 S ( R ) C M ( R ). 这样我们就证明 
了定理的结论. 

要证明 M ( R ) 是环,就是要 证明： X 才任何 E、F G M { R ), E - F 、 F - E 、 F\JE 
都必属于 M ( R ). 先假定五、 F 中有一个,例如五是属于只的情况下来证明. 
对任何集 A c X ，作类 

K { A ) = { B\B e M { R ), 而且 A - 5、 A 、 

A[jB 均属于 M { R )}. 

先证 K ( A ) 是单 调类： 事实上，设 { B n } 是 K ( A ) 中的任一单调序列，因为 
B n - A . A - B n . A \ JB n 均属于 M ( R ), 且也是单调的序列，利用极限运算 
能与 “ U ” 、可交换，即 

lim ( B n — A ) = lim B n — A , lim (A — B n ) — A — lim B n , 

n—^oo n—►oo n—oo n^oo 

lim ( A \ jB n ) = A\J lim B n , 

n—►oo n—►oo 

易知 lim B n - A . lim B n [ jA . A - lim B n 均属于 M { R ), 所以 lim e 

n—oo n—^oo n—oo n—►oo 

K ⑷. 

特别地,取 A = E e 丑时，显然 H C K ( E ) C M ( R ), 又因为 K { E ) 是包含 
R 的单调类，从而 M ( R ) c K { E ), 因此 M ( R ) = K ( E ). 

M ( R ) = K ( E ) 表示： 当 E H 时，对任何 F e M ( R ), 总有 F - E、E — 
厂、五^1厂等均属于7^(丑). 

对任何五 e M ( R ), 根据上面的证明，当 F e 丑时 ，五 - F 、 F - £；、£； U 厂均属 
于 M ( R ), 从而 H C K ( E)(C M (只 )) .但 K ( E ) 是单调类，所以 K ( E ) = M ( R ), 
即 M ( R ) 是环. 证毕 

下面的系是明显的，但常被引用. 

系 设 M 、 只是 X 上的两个集类，如果 M 是单调类, H 是环，并且 M D 
R , 那么 M D S { R ). 

证 由定理2.1.4, M ( R ) = S ( R ), 所以 M D M ( R ) = S ( R ). 证毕 
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4. S ( E ) 结构的概略描述设 H 是 X 上的一个环，称 H 中的每个元为第 
零类的集.任取一列第零类集（允许重复）{^},称5 为第一类集， 

n=l n=l 

第一类集全体记为任取一列第一类集（允许重复） { E n }, 称仏、 （^1 

n=l n=l 

为第二类集，第二类集全体记为丑2,依次定义 R 3 , R 4 , …， 队， ….再从只 n 

n=l 

中任取一列集（允许重复） { E n }, 称集^^为第。类集，其全体记为 

n=l n=l 

Ruj . 再从丑。又可定义继又定义凡；+2,…， i ^+ n ，• • •. 再从。■^中 

入=1 

任取一列集（允许重复） { E n }, 称 K 5 ^为第 2 a ; 类氣其全体记为 R 2 u 

n=l n=l 

如此等等. 

显然 


RcRiCR2C cR n c cR 0J c R^i c ... c 
C ... C R2 ( jJ C 丑 2w+1 c * • •, 

并且上述包含号 “ C ” 中有一个事实上是等号时，那么此后的一切 “ C ” 均将是等 
号.在等号未出现前，上面就是从丑开始不断地扩大集类的过程.一旦等号岀现 
就是扩大过程的终止.用超限数（是自然数概念的推广，例如0；，0； + 1，…， 2 a ; ，… 
等都是超限数）概念以及超限数所对应的势的知识可以 证明： 对任何环瓦上述 
扩张过程到势不超过 K 的超限数时必终止（即包含号必是等号). 

本书中某些涉及不可列无限程序的重要定理的证明都用 Zorn 引理，且 Zorn 
引理已有所介绍.而要介绍超限数以及超限归纳法（普通归纳法在超限数中的推 
广）尚需一定篇幅，所以从略.有兴趣的读者可看 [7] 、 [8] 中有关章节.当然，对 
于极特殊的丑，上述扩张过程在什么时候终止是无需超限数的理论就可知道，不 
过往往是平凡的情况. 

引理2 设丑是叉上的环，当 E 、 时， £； — F 、 E \ jFeR 2 . 

证由定义，存在只中两个序列{^}、 { F n }, 使得 

CX) / oo \ oo / oo \ 

u 五 n 或 n 仏 卜五 ， u 或 n 仏 = f . 
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我们只考察0 5凡= F 的情况（其余情况由读者证明).因为 


£ ； -F=QE n -flF fc =Q[E n -p|F fc j 

n=l k=l n=l \ k=l / 

oo oo 

=U UdA )， 

n=l k=l 

^F=(\jEn) u(n^) = u Uu(n^ 

\n=l / \fc=l / n=l \ \/c=l y 

oo oo 

=u n (五丄 ia )， 


( 2 . 1 . 1 ) 


( 2 . 1 . 2 ) 


l k=i 


并且 G 丑，而当 n 固定时， |J (五 n - A )、 f |( E n U ^) ^ R u 

所以 E — 丑 2 . k ~ l 证毕 


其实，更一般地是对任何超限数 A ， 当 E 、 F e 丑入时，五 -FE U 厂 e H a+ i . 
从上面的讨论以及 S ( E ) = S { R { E )) 可知， S ( E ) 可以视为先将五扩张成 
R ( E ), 然后从 R ( E ) 岀发再经逐次单调扩张，直到某个超限数（其所相应的势不 
会超过 K )， 扩张过程终止时所得的集类便是. 


习题 2.1 

1. 五是 X 的集类，在下列一些情况下分别求出 R ( E ). 

( i ) 五={及，五 2 ，… , E n }. 

( ii ) X 是数直线，五是 X 中开区间全体. 

( iii ) X 是数直线，五是形如 (- oo , a ) 的开区间全体. 

2. 求出习题1中各种情况下的五所张成的代数. 

3. 证明直线上的开集、闭集、有理点全体、无理点全体等均属于 S ( R 0 ). 

4. 设 G 是直线上开区间全体所成的类.证明 ilo 、 G 张成的 a - 环是一致的，即 S ( R 0 ) = 
S ( G ). 

5. 定义 2.1.4 设 {/ A (: c )| AeZ } 是定义在集 X 上的一族实有限函数.对任何实数 c ， 令 
Exc = { x\c < f x ( x )}. 由类 E = { E Xc } 张成的 X 上的 a - 代数称为由函数族 { f x ( x )\\ eA } 

产生的（或决定的） a - 代数. 

当 X 是数直线时， 

( i ) 求出由一个函数 sgn :r 产生的 cr - 代数. 

( ii ) 求出由一个函数 E ( x ) (不超过: c 的最大整数函数）产生的 a - 代数. 

( iii ) 求证由一个函数 f ( x ) = x 3 产生的 a - 代数是 S ( R 0 ). 
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( iv ) 记只 0 [^， 6 )是 [ a , 6 ) 中所有左闭右开区间全体所张成的环，是: c 的正小数部分 
函数.求出由产生的 a - 代数与 R o [0, l ) 的关系. 

( v ) { f x ( x )\\ eA } 是直线上周期为 2ji 的连续函数全体，求出由 { f x ( x )\\ eA } 产生的 
a - 代数与 Ro (0,2 n } 的关系（瓜( 0 , 2 ： 1 ]是 ( 0 , 2ji ] 中左开右闭区间全体所张成的环). 

6. 证明定理 2.1.2. 

7 . 设丑是 X 上的一个集类. 证明只 是环的充要条件是下面⑴、 （ ii ) 中的任何一个. 

( i ) R 对任意有限个互不相交集的和运算和减法运算封闭. 

( ii ) R 对运算“△”、 “( T 、“―” 封闭. 

8 . 丑是 X 上的一个集类.证明丑是代数的充要条件是对 “ U ” 、“门”、“余”运算封闭. 

9. 设 X 是一集，丑是 X 的某些子集所成的环， A 是 X 的一个子集，证明 S ( R ) C\A = 
5(丑门乂).当丑是代数或 A G 丑时， S ( R ) f ] A 是 A 上的 a - 代数. 

10 . 设 X 是一集，丑是 X 的某些子集所成的环 . M 也是由 X 的某些子集所成的环， 
它有如下的 性质 ⑴ M D R , ( ii ) 当 E u E 2r .. , E n ，… 是 M 中一列互不相交的集时， 

OO 

\ jE n eM . 证明 M D S ( R ). 

71 1 11 . 设丑是实数直线五 1 中的一个环，对每个丑，作中形 
如 E 二 {( x , y )\ x,y e E } 的集.当五在丑中变化时，这种云全体 记为反 求出 S (及）与 
S ( R ) 的关系. 

12. E 是 X 上的一个集类.证明对 S ( E ) 中任何一个集五，必存在 E 中一列集 { Ei }, 

OO 

使得五 C IJ 瓦. 

13. 完 1 ^引理2的全部证明. 
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1 . 测度的基本性质我们用兵表示实数全体再加上 + 00,-00 ①所成的 
“推广数集”，设五是一个集类，如果/ X 是集类五到兵的映照，就是说,/ X 是以 
集为“自变元”的、取值是实数或±00的函数，那么就称/ X 是个集函数. 

例1设 A 是直线上的区间全体所成的集类, m 是 A 上如下定义的集函 
数： 对于 A 中的元五，如果五是以 a,b(“b) 为端点的区间（不论五是开的, 
闭的或是半开半闭的)，规定 m(E) = b-a. 这个集函数就表示区间的长度. 

下面我们要考察一种特殊的集函数. 

① + oo 常简写成 OO . 我们规定对任何有限实数 a,a + ( oo ) = ( oo ) -f a = oo ; oo 认为比任何有 
限实 数大; 而对一列大于或等于零的 ai ; 如果其中有一个是 00 ,就认为£^ = 00 ；如果％是 

i=l 

非负的有限实数，发散时认为 y^ai = + 00 . 
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定义 2.2.1 设只 是由集 X 的某些子集所成的环 ，是 R 上的集函数，如 
果^具有下列 性质： 


( i ) / x (0) = 0; 

( ii ) 非负性：对于任何 E e RME )> 0 ., 

( iii ) 可列可 加性： 对任何一列尽 e 只 (i = 1，2,3, ... )，如果尽 C\Ej = 0 

OO 

j 时）且 | J 尽 G 凡就必定有 


/ OO \ OO 

^ ( U ^"(及)， 

\i=l ) i=l 

那么集函数/ X 就称为环只 上的测度 ，称 fi(E) 为集 E 的测度. 

容易看出，除了 / X 是恒取 oo 的只上集函数外，满足 （ ii ) 、 （ iii ) 条件的 / x 必 
满足⑴.事实上，因为至少存在一个 E e R, 使 fi(E) < oo. Ei = E,E 2 = 

OO 

E 3 = … = 0，因此 E = | J 尽，尽 fl 五 ?• = / 几由问）知 

i=l 

/ oo \ oo 

/ x ( E ) = /x |J 及(及）+ 〆 切， 

\i=l / i=2 

从上式消去有限数 从 E ), 便得到 


^>( 0 ) = 0 . 

i=2 


再从⑻，立即得到 / X (0) = 0. 

除了空集取值为零，其余一切集都取值为 OO 的测度是平凡的，一般场合都 
不用，所以一般文献中都把测度理解为非负、可列可加集函数（即总意味着有些 
集的测度是有限的). 

下面给几个简单的例子. 

例 2设 X 是任意的一个集 ，只 表示 X 的有限子集全体所成的环，在只 
上定义集函数// 如下： 


fi ( E ) = E 中元素的个数 （E e 只), 


这个/ X 是环只上的测度. 


例 3设 X 是任意的一个（非空）集，只表示 X 的所有子集全体所成的环. 
在 X 中任意取定一个元 a ， 然后在只上定义集函数/ X 如下： 对任何 EeR , 


/ x ( E ) = 



当 aeE 
当 a e E 时， 


那么/ X 是环丑上的测度. 
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例 4 R 是直线上的一切子集全体所成 的环. 对于 EeR, fi(E) 是 E 中元 
素个数（如果五中有无限个点， fi{E) = oo ). / x 是丑上的测度. 

下面的定理是测度的一些基本性质. 

定理 2.2.1 如果 /X 是环 H 上的测度，那么有下列性质. 

⑴有限可 加性： 如果 E U E 2 E n G R ， 且这些集两两不相交，那么 

/ 71 \ n 

" U 及及). 

\i=l / i=l 

(ii) 单调性：如果 e u e 2 e 丑， 且及 C 五2,那么 M (五 1) 彡 M (五 2). 

(iii) 可减性：如果 仏、 E 2 e R, 且玢 C E 2 , 又如果 //(El) < oo, 那么 
fi(E 2 - E x ) = h(E 2 ) - "( 五 1 ). 

oo 

( iv ) 次可列可加性：如果 E n (n = 1,2,3，...）及 E 都属于丑，且 E C |J 屄， 

i=l 

oo 

那么 及). 

i=l 

oo 

(V) 如果 G H(n = 1，2,3,…），且 ^ C E 2 C E 3 C … ，|J 6 丑，那么 

71=1 

/x (|J E n ) = 

OO 

(vi) 如果 G H(n = 1, 2, 3, …），且及 D E 2 D E 3 D .. •，厂 I e 丑， 而且 

至少有 一个丑 n 使 M ^ n ) < OO, 那么 n 1 

M f P) 五 J = lim fx ( E n ). 


此外，如果 H 本身是 a - 环,那么还有下面的性质： 

( vii ) 如果五 n e R{n = 1，2,3,…），那么 /X ( Urn ^ lim 

\n— kx) / n—>oo 

(viii) 如果 G H(n = 1 ， 2, 3 ,…)， 而且有个自然数 A: 使得 /x | [J ^ j < 

\ n=k ) 

oo, 那么 / X ( lim En) ^ lim fi(E n ). 

\n—>oo / n—>oo 

(ix) 如果 G H(n = 1,2,3, •••), lim E n 存在，而且有个自然数 A: 使得 

n — ►oo 

/X I I J En ) < oo, 那么/ X ( lim En) = lim n(E n ). 

\ I \n—>oo / n—oo 
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( x ) 如果 E n eR(n = l ，2,3, …) 而且有一个自然数 A : 使得 [ fi ( E n ) < 00 , 

n=k 

那么 "(lim En ) = 0. 

Vn^oo / 

证 ( i ) 对于 H 中有限个两两不相交的元及，…,只要令 E n+1 = E n+2 = 
…= 0. 这样由可列可加性及 / x (0) = 0就得到有限可加性. 

( ii ) 因为£*1，五2 -五 1，是只中不相交的兀，其和集为五2,所以由测度的有限 
可加性就得到 


//(五2) = M (五 1) + 五2 — 五 1)， （2.2.1) 

又因//( 五2 —五1) > 0,所以//( 五 2) 彡 

( iii ) 由于 /x (五 l ) < oo , 所以由 （2.2.1) 式两边同减//(五 1) 即得 M (五2 —五 i ) = 

M (丑 2 ) — M (五 1). 

OO 

( iv ) 因为 e R,E e R，E c |J 及，记 = Ef]E n , 就有 c E n ,F n e 

i=l 

OO n -1 

R , IJ Fi = 再记 Gi = F u G n = F n - (J Fi(n = 2,3,4，...）， 这时， G n G 

i=l i=l 

R{n = 1，2,3,… ）， G n C 而且 


OO 


|J G, = 1J F, = E. 

• 一 i i 


此外， G n 是两两不交的，所以由可列可加性有 


= ⑹). 

i=l 

又因为 G n c c ，由 ( ii )/ x ( G n ) ^ fi { E n ). 再利用上式得到次可列可加性. 

( v ) 因为 e R ， E ]_ c E2 C …， 记巧 = Ei , F n = E n — E n - i , (n = 

00 00 n 

2 , 3 ,4, …），这时凡是一列两两不相交的集，而且= U 巧， U 巧=^， 

i=l i=l i=l 

所以 



»一 1 • —1 


= /x ( U 巧 ） ="( 五 n ). 


( vi ) 在单调下降的情况下，因为由假设有一个 n 使 ^ E n ) < 00 ,所以不妨认 
为//(及）< oo .记 F n = E 1 - E n {n = 1,2,3,-..), 这时，是单调上升的，而且 
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oo 


] jF i = E 1 -^\ E i eR , 所以由⑺得到 


但另一方面由有限可加性，可知 


K E 1) = MF n ) + n[E n ), fi(Ei) = n + " ( fl A ). 


所以 ® 


oo 


= / /(El) - [l = //( 五 1 ) — 

= - fi ( F n )] = 

OO OO oo 

( vii ) 由于 lirn 五 n = | J 门五 n , 记 A = 门，这时 A ( A : = 1，2,3, …）是 

n— ^ 00 1 n =k n=k 

单调上升的，而且风 C 五 fc ， 所以由 （ v ) 和 （ ii ) 可知 

/X ( lim En ) = /X ( (J Ffc ] = lim //( F n ) ^ lim n ( E n ). 

\n—>oo / \kl / n —°° n—oo 

oo oo oo 

( viii ) 由于 EK E n = 门 U ，记 U ，这时&(爪=1，2,3，...） 

n—^oo 1 1 

k=ln=k n=m 

是单调下降的， D 五 m ， 而亘由假设只要 k , 必有 fx ( Fm ) < oo , 所以由 （ vi ) 
可知 . 

/x ( Hm E n ) = fil Pi F m ] = lim /x(F n ) ^ Hm fi(E n ). 

\n^oo / \ 丨 I I n—^oo n—>oo 

\m=l / 

( ix ) 由 （ vii ) 及 ( viii ) 即得. 

( x ) 由上限集的定义，可知对任何自然数 m ， 

OO 

lim E n C [ \ E n . 

n—oo 

n=m 

因此，由单调性及次可列可加性，即得 

/ oo \ oo 

" 彡 / X ( 1 J 五 n ) 彡 XI "( 仏 ). 


①这里用到 / i (£； i )< oo , 否则不能够做减法，因为 oo - oo 是没有意义的. 
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而因为 E fi { E n ) < 00 ,在上式中令 m — 00 ,上式最右边趋于零.并由测度的非 

n=k 

负性，得 

\1 ( lim E'n) = 0. 

\n—>oo / 

证毕 

在 （ vii ) 一( X )中，我们加上了 是 a - 环的要求，只是为了叙述简单一点.对 
于 H 是环，只要假设证明中出现的集都在丑中就可以了.又在 （ vi ) 中要求至 
少有一个五 n ， 满足 ^( E n ) < 00 ,这个条件是不能少的.例如在例4中取一列集 
E n = { n , n + 1， n + 2, ... }(n = 1，2,3,… ）. 显然五 i 〕五 2 〕 ... 〕五 n 〕…，并且 

oo / oo \ 

\ imfi ( E n ) = 00 . 另一方面= 0，从而 // (厂 | 五 n ) = "(0) = 0. 

2 .环风上的测度 ^下面要讲一个在分4斤数学中重要的测度.由直线上 
左开右闭的有限区间 ( a ,6]( a ^6) 全体所成的集类记为 P ， 我们先定义 P 上的 
集函数 m 如下： 对 E = ( a ，6] eP ， 令 

m ( E ) = 6 — 

m 就表示区间的长度，由 P 中任意有限个元素作和集，这样的和集全体记为 
R ^. Ro 是一个环（见 §1.1 的例 4). 显然 PcRo , 而且％中元 E 可以写成 P 
中有限个两两不相交的元 E u E 2r ^ , E n 的和集.我们称这种把说中元 E 分 
解成 P 中有限个互不相交的元的和集的分解 为初等 分解.显然，初等分解并不 
是唯一的. 


现在我们把集函数 m 按下面的办法由 P 延拓到馬 上； 对于五 G 说，设 

71 

五二 U Ei ( E lr .. , E n eP , E i = ( a i , bi ], E lr ..， E n 互不相交）是 E 的一个初等 
分解们就令 

n 

m ( E ) = -a,). (2.2.2) 

i=l 

首先我们注意，对于馬中的一个元五，初等分解的方法并不唯一,所以我们下 
面必须证明用上述方法规定的 m { E ) 的值与 E 的初等分解的方式无关，即它是 
由五所完全确定的. 

引理1由 （2.2.2) 式定义的风上集函数 m 是有确定值的，即 m ( E ) 的值 
只与五有关，而与五的初等分解的具体形式无关. 

证首先，我们对于 EeP 的情况来证明引理1.设 


(a ， 6] = [J(ai,bi\ 
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是 （ a ,6] 的一个初等分解.不妨认为 ai ^ a 2 ^ ^ a n . 因为 { ai , bi](i = 

n 

1，2,…， n ) 是两两不交的，而且 | J ( a ,,6,] = ( a , 6], 所以必定 

i=l 

a = ai 彡 61 = 句彡 62 = <23 彡 6 3 = . •. = a n 彡 6 n = 6 ， 


由此 〉 — a i) — (^1 — a l) + ip2 ~ ^2) + . . . + (6n — a n) = (6n - a l) = (6 — a). 

i = \ 

可见当 E = ( a ，6] e P 时，无论对怎样的初等分解，由 (2.2.2) 式定义的 m ( E ) 总 
是等于 b ~ a . 

n I 

对于一般的五 e 风，设五= ( j 及 ， E = U 巧是五的两个初等分解（即 

i=l j=l 

E u Fj G P,i = 1,2,... , n;j = 1,2,--. 之间互不相交，巧之间互不相 交). 

记 = Ei p | Fj (i = 1，2,… ， n;j 二 1，2,…， Z ). 显然 G i 3 . 这时由于 

i i 

及 =LJ %是及的初等分解，而且及 G P ， 所以 m ( Ei ) — 因此 


n / l 


^2m(Ei) = ^2 I - 

i=l i=l yj=l J 
同理由 A = 0 是巧的初等分解 以及巧 e P 得到 


l / n 


(2.2.3) 


y^m(Fj) = ^ J . 

j=l j = l \i=l / 

但 （2.2.3) 及 (2.2.4) 式的右边显然相等，所以 

n I 

m ( Ej ) = m ( Fj ). 
i=l j=l 

因此由 （2.2.2) 式定义的集函数 m 与集五的初等分解的方式无关. 


(2.2.4) 


证毕 


这样，我们就用 （2.2.2) 式在风上定义了集函数 m . 它是区间长度概念的 
拓广， m ( E ) 就是 E 中所有区间的总长度. 

引理 2 上面作出的环 馬 上的集函数 m 有下列 性质： 

( i ) 集函数 m 有有限可加性. 

n 

( ii ) 如果 ••- , E n , E G - Ro , 其中 五 l ，…, E n 互不相交而且 ED [ jEi , M 

i=l 

么 

n 

Y ^ rn { Ei ) ^ m ( E ). (2.2.5) 
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( iii ) 集函数 m 有（有限）次可 加性： 如果 ， … ， E n ，E G Ro , 而且 E C 

n 

u 五 i , 那么 


m 


( E ) ^ ^ 2 m ( Ei ), 


( 2 . 2 . 6 ) 


证⑴设及， … ， E n 是风中两两不相交的元，记五 =| J 屄.设及的初 
等分解是 


E i = [J F ij (z = 1 , 2 , ••- , n ), 


(2.2.7) 


由于 Ei , … ， E n 两两不交，因此 Fij(i = 1 ， 2 ,… ， n'j = 1 , 2 ，... 乂）也是两两 
不交的，所以这些的和集是 E ， 因此£； = 是 E 的初等分解，所以 




71 li 1% 

m ( E ) = 又由（ 2 . 2 . 7) 式得到 m ( Ei ) = ( F ^), 所以 


2=1 


n li n 

m ⑻ = = ⑹. 

i=l j=l i=l 

这就是 m 的有限可加性. 

71 

( ii ) 记五 n+1 = E-|J 及，这时五 1, 五2,…，五 n +1 两两不交，其和集为五.由 

i=l 

71+1 n 

性质⑴，立即得到 m ( E ) = ^ 但集函数爪是非负的，所以 

i=l i=l 

m ( E ). 

( iii ) 首先，由 m 的有限可加性及非负性，可知 m 具有单调性. 对于及 ，…， 

n J — 1 

E n G Ro 5 E G Ro 5 E C U 取，记 F \ = 私, Fj = Ej - 匕)及 (J = 2, 3,…， n ), 这时 

i=l z=l 

F 1? .. ，仏是两两不交品.它们都属于风，因而五门仄€说(纟=1，2，一，71)，同 

71 71 / 7X \ Tt 

时0巧= 0及，所以五=五门 (0 及)= 0( E n 巧).由有限可加性和单调 

i=l i=l \i=l / i=l 

性有 

/ n \ n n 

m ( E ) = m ( J ( Efl ^) = X>(Efl 巧 )< 


定理 2 . 2.2 上的集函数 m 是一个测度 • 


证毕 




证 显然，需要证明的只是可列可加性. 

oo 

设五1，五2, ... ， 五 n ， …是丑 0中一列两两不交的兀，而且 \^J Ei = E £ Rq . 
由 （2.2.5) 式，可知对任何自然数 n ， 都成立 1-1 

71 

^2 m ( Ei ) ^ m ( E ), 

i=l 

令 n — oo , 即得 m ( E ). 下面证明相反的不等式成立. 

i=l 

设五的一个初等分解是五= ( J ⑷,每个屄也有初等分解，因为 

及 (i = 1，2,3,…）是可列集,所以所有 7 及分解所得的小区间全体也是可列个，设 
为 ( a n ,/? n ]( n - 1,2,3,...)- 显然 

OO OO 

〉： 爪 (Ei) = 〉 ： (0n — ^n)- 
i=l n=l 

对任何 e 〉 0, （不妨要求 e < 收 -%)) 作闭区间卜+ fM (j = 1，2,…，0 .我 
们又作开区间 ( a n ，/3 n + g ) ( n = 1，2,3,…)，那么这列开区间 { ( a n ，/3 n + g ) 

n = 1,2,3, .. I 覆盖了 E ， 因此也覆盖了每个闭区间卜+ 由 Borel 有 

限覆盖定理，可以选岀有限个开区间覆盖住这些闭区间，这有限个开区间设为 

卜”‘ + 士)，… • ， ^ n fc , Pn k +長).这样，便有 

U 卜 +警，~ c U ( 〜〜+長 • 

J = 1 \ 」 i = l \ . 

但(^ + 7,^1 (j = 1，2,… J ) 是彼此不交的，所以 


+ ，， b j = Yl ( b j ~ q j ~ y 


由 （ H 6) 式即得 


^2{ b j ~ a j ~ j ) ^^2 


^ 'y^iPn — 0 ： n) + 6- 


由于6是任意正数，所以 


y^(^i - a j) 《 y^(/^n - «n), 
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00 

即 m(E )《 (屄) . 结合上面的不等式,就得到 


m(E) = m(Ej). 


证毕 

后面要定义的 Lebesgue 测度就是从这里 的环丑 o 上的测度 m 岀发经延拓 
而得到的. 

3. 环 馬 上的 0测度在 说 上还有一类经常用的^测度.设贞4是 
(-oo,+oo) 上单调增加、右方连续函数.对于任何 E G 执，如果 E = ( j ( ai , bi ) 
是 E 的初等分解，规定 


PgQE) = ( 夕 (~) - g(cLi))- ( 2 . 2 . 8 ) 

i=l 

显然，特别 〆X ) = rr 时， fi g ( E ) 就是 E 的初等分解中区间的总长度，即 
l ^ g { E ) = m ( E ). 为了好对比起见，可以称 〆 6) - g { a ) ^ ( a , b ] © g 量的长度，或 
简称为&长度. 

由 （2.2.8) 所定义的执上集函数 A 是执上测度.读者可以类比证明 m 是 
ilo 上测度的过程去证明这点，即先在执上证明 a 是单值的，然后证明在 Ho 
上可列可加.在证明 m 的可列可加性时所应用的 Borel 覆盖的技巧，对于^长 
度，由于 g 是右连续的，那种技巧也是同样可以应用的. 

为书写方便，常把集 函数仏 简写成 g ^ g ( E ) 简写成 〆 £；)， 即 由咖） 按 
(2.2.8) 产生的集函数与贞 ㈡ 本身一致起来.将来要把 g 测度延拓到包含说的 
某个 a - 代数上去，得到 Lebesgue-Stieltjes (勒贝格-斯蒂尔切斯）测度，简称为 
L — S 测度. 

如果在直线上分布了一定质量的物质，用 〆 4表示该物质在 (- oo , x ] 部分 
中的质量总和，它就是的单调增加、右连续的函数.由 〆 : c ) 按 （2.2.8) 产生的 
g { E){E e 风）正是 E 中所含的总质量.特别地，当该物质是均匀地分布在直线 
上时，并且 （0，1] 中总质量为 1 时，这时的 p ( x ) = X (WL g ( x ) = X + c , c 是常数). 
由此可见，在遇到非均匀分布时就不可避免地用到9测度 . 9测度是比 m 测度 
更为广泛的并且是常被用到的一种测度. 

4. 有限可加性和可列可加性 正如本章引言中所说，对于测度，重要的一 
点是要求它有可列可加性.这就自然地要求使测度有意义的集类至少是 a - 环. 
为什么我们前面讨论的测度是定义在环上，而不直接定义在 a - 环上呢？这是因 
为由一个集类五（例如直线上左开右闭有限区间全体 P ) 扩张成 R(E) (例如 
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R ( P ) = Ho ) 的结构远比 S ( E ) (例如 S ( Ho )) 简单.所以在 R ( E ) 上先给出满 
足可列可加性测度比在 S ( E ) 上给出满足可列可加性要容易得多.例如在 Ho 上 
给出的 m , 只要用覆盖定理就能证明 m 在 Ro 上是具有可列可加性的.如果想 
要直接在 S ( Ro ) 上给出集函数 m , 恐怕连 m 在 S ( Ro ) 中的复杂点集上如何定 
义都是困难的，更不必说证明它有可列可加性了.所以我们先把测度定义在环上. 
正如前说，环对极限运算不封闭，一遇到极限就得假设所讨论中出现的极限集在 
环中（例如定理 2.2.1 中从 （ iv ) 开始都要做这样的假设).下面的一节 （§2.3) 我们 
将证明在环丑上给定的测度 / i 必定可以自动地延拓成在某个 a - 环 iT D S ( R ) 
上的测度.这个定理的重要性是明显的，可以说是测度论中第一个最基本的定理. 

(下面初学者可暂不读）在这里我们还要考虑另一个 问题： 假如事先给岀的 
环丑上的集函数 / i 只是满足⑴非 负的； （ ii ) 空集上取值 为零； （ iii ) 有限可加的， 
问什么时候 M 能成为丑上的测度？即问在什么条件下， M 满足可列可加性. 

为此，我们引入 

定义 2.2.2 设丑是 X 上的环， /i 是丑上非负的、空集上取值为零的有 
限可加集函数.如果对丑中任何单调下降集列 ED E 2 D … D E n D …， 

OO 

其中至少有一个集，不妨设 为及， 使 / i (五 1) < 00,而且= 0，那么必有 

^( En ) = 0. 就称 / i 是0上连续. 
n_+0 ° 利用上述概念,有如下定理. 

定理 2.2.3 设丑是 X 上的环， /i 是丑上非负的、空集上取值为零的有限 
可加集函数. 成为 R 上测度的充要条件是 

OO 

⑴对丑 中任何单调增加序列及 C 五 2 C … C C …，如果 |J En G 丑, 

n=l 

并且 fj ,( E n ) < oo , 那么 /i (U 五”) < oo ; 

( ii ) / i 是 0 上连续的. 

证必要性是显然的.因为由定理2. 2 .1的 （ v )、（ vi ) 可分别得到定理 2.2.3 
充分性设玢,…，仏， .. •是丑中一列互不相交的集，且0五 n e 凡记 

Tb^— 1 

k oo 

Ffc = I J E n , 显然巧 C C … C C … ， 凡 G 丑 ， lim K = (J 五 n e R 由 

fc —>00 

/ i 的# ft 可加性、非负性可知 / i 具有单调性（证明参见定理 2.2.1 7 ? ( ii ) 的证明), 
从而 fi ( Fi ) ^ fi ( F 2 ) 彡…彡 f ^{ F k ) 彡…彡 /i ((J 仏 • 如果 = oo , 
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由单调性必有 



= oo . 再利用//的有限可加性便得到 


五 nj=oo = lim^ fji(F k ) = ^ fji(E n ) = ^ lJ>(E n ). ( 2 . 2 . 9 ) 

\n=l / n=l n=l 

这样便证明了在 lim fi ( F k ) = oo 时, // 具有可列可加性. 

k-^oo 

再证 lim //( A ) < oo 情况下//的可列可加性.由定理条件⑴，这时 / i ( F )< oo , 

k—^oo 

oo oo 

这里 F = (J 五 n . 记 Gfc = F - F k . 显然 ， Gi D G 2 D … D Gfc 3 …•，且 「| Gfc = 

1 k — 1 

0 .由于 / jl ( F ) < oo 所以 / x ( Gfc ) < oo . 根据 0 上连续假设 ， fc lim / x ( Gfc ) = 0. 利用 
可减性（证明参见定理2. 2 .1中 （ iii ) 的证明）便得到 

0 = lim / x ( Gfc ) = lim (//( F ) - fx ( F k )) = // ( (J ) - lim / x ( F fc ) 

fc—oo fe—VOO \ / fc—oo 

\n=l / 

( oo \ oo 

U^n (2.2.10) 

n=l / n=l 


最后等式中利用了有限可 加性: / i ( F fc ) = ( 2 . 2 . 10 ) 说明 m 是可列可加 

的. 71=1 证毕 

现在举例说明定理 2.2.3 中的条件⑴、 （ ii ) 是独立的，并且一个也不能少. 

例5设 X 是可列（无限）集 ，X = {〜心，…}，丑是 X 的一切子集全体 
所成的环（其实是代数).规定/ X 在空集和有限子集上的值为零，而在无限子集 
上的值为无限大.显然，//是丑上非负的、空集上取值为零的有限可加集函数. 
//还是0上连续的.事实上，对丑中任何一列五 i D 五 2 D … D 五 n D …，如果 
存在某项，例如 E n ， fi [ E n ) < oo , 意味着 M ( E n ) = 0,即是有限子集.显然，当 

OC 

p | = 0时 ， lim fi ( E n ) = 0. 但是 m 就不满足定理 2.2.3 中的⑴.例如只要 

I 1 n—oo 

71=1 

取 = {A ，… , x n }, 便有 lim / x ( E n ) 二0,但 〆 lim E n ) = oo . 

n—voc n^oc 

例 6 设 X 仍如例 5, 丑是包含 X 的一切有限子集的最小代数（当然，它 
也是环).显然，丑中的元素五必是 X 的有限子集或有限子集的余集（这是无限 
集).规定 M 在空集和有限集上的值为零，在无限集上的值为 1. 显然， M 是丑上 
非负的、空集上取值为零的有限可加集函数，并且对一切五 G R , 卿 < oo •所 
以定理 2.2.3 中的⑴ 是满足的.但//在丑上不是可列可加的，所以 M 不是0上 
连续的（这也可直接从下面事实 看出： 取五 n = { x n ， x n +1 ，…}，由于 fx ( E n ) = 1, 

OC 

所以 lim fi ( E n ) = 1，但 0 =门 E n ). 

Tl—^OO 1 1 
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当然，仅从具体验证有限可加集函数是不是成为可列可加的测度这方面来 
衡量，验证定理 2.2.3 中的两个条件并不比直接验证可列可加性容易多少.但定 
理 2.2.3 在讨论随机过程中样本以及“测度存在”等一些基本的理论问题中它还 
是常常被用到的. 


习题 2.2 

1. 设 g ( x ) 是直线上的一个单调增加函数，而且+ 0). 当 ( a ,/3] eP 时定义 

9 {{ ol , 0 \) = g {0)- g ( a ). 

证明这个集函数 g 可以唯一地延拓成 Ho 上的测度. 

2. 设 P 为直线上的开区间的全体，作，上的集函数 m ' 如下: 0 - %证 
明 rr ^ 必可唯一地延拓成 R ( P f ) 上的测度. 

3. 设 P 是平面上左下开右上闭的矩形 （ a ，&] x ( c , d } = {( x , y)\a 全 

体，作 P 上的集函数 m 如下 

m (( a , b ] x ( c , d ]) = (b — a)(d — c ). 


证明 m 必可唯一地延拓成 R ( P ) 上的测度. 

4. 设 " 是直线上环只 o 上的测度. 证明： 存在单调增加右连续的函数 g ( x ), 使得 = 
p g ( E)(E e R 0 ) 的充要条件是对一切 ( a ,6] G P ， M ( a ,6]) < oo .( 此即说 明：对 P 中每个集 
都有限的只 o 上测度必是 g 测度） 

5. 举例说 明定理 2.2.1 中 ( viii ) 的条件^ f J < oo , ( ix ) 的条件 ^ f (J 五 n ) < 

\n=k / \n=k / 

oo 

oo , ( x ) 的条件 jy ( E n ) < oo 都不能去掉. 

6 . 设 环只 上一列测度，并且对一切 EeR , 以及任何自然数 n ， 都有 ^ in ( E ) ^ 1. 


证明 


KE) = J2^ME) (EeR). 


也是只上测度，并且满足 fi ( E ) ^1, ( EeR ). 

又去掉假设 M 五 ） < 1，证明 〆 五）仍是只上测度. 

7. 设"是环只上测度，如果对一切五 G R , 卩 ( E ) <1, 证明 " 的原子全体最多是可列 
集（这里“原子”是指只中一种单点集仁}，但满足 ^({ x }) > 0). 

8. 设只是集 X 上的环，是只上一列测度，并且对任何 EeR , 极限 }^ n ( E ) 
存在，记为 〆 五).证明"是只上非负、空集上取值为0的有限可加集函数，并暴"滿兑明，" 
未必是只上测度. 

9. 设 R n (n = 1,2, 3, ...） 是集 X 上一 * 列环，并且 i^i C 只2 C • • • C R n C • • •. 又设 
"n 是只 n 上测度，并且对任何五 G 只 n ， 当 m 彡 n 时， flm ( E ) = fln ( E ) (通常称为{^} 
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在 { Rn } 上是符合的).证明⑴只 = (J 是 X 上的环 . ⑴） 定义只 上函数 A 对每个 

EeR ,, 必存在某个 n,E eRn , 规定 7 V (五）= fin { E ), 证明 是 R 上非负、空集上取值为 
0的有限可加集函数 k 未必是只上测度，参见下面习题 10). 

• 00 I 

10. 设 X = { x\x = ( xi , X2 , • ■ • , Xn , …) ，: Cn 二 = 0, 1，2,… . ， 7 T , 2 ), ^ Xn < Oo }, 

对每个自然数 n , a : G X ,令王 n = { l / ll / G X , yi = Xi , ••- ，2 / n =〜} (即王 n 是 X 中一切前 n 
个坐标与: C 相同的2/全体所成的集)，是由一切王 n 张成的环（显然，只 n 是有限集).又 

k 

在只 n 上作洳如下，对任何五 G 只 n ， 如果五 = |J = 0< jn 妾 I )，那么规定 

1=1 

n 

f ^ n ( E ) = ]^[ —■ ^ , 再规定 fl n {0) = 0. 证明： 

⑴只 1 C 只 2 c … C 只 n c ... ，并且 X e Rn(n = 1，2, 3, .. •）. 

( ii ) 是只 n 上测度， fln ( X ) = 1 并且 kn } 在 { Rn } 上是符合的（见习题 9 ). 

( iii ) 对每个自然数 n ， 令 E n = { x\x = ( n ， …，: c n ， •••），(） < Xi l,i = 1，2,… ， n }， 

那么五 i D 五 2 D … D 五 n D ... ^( E n ) = (1 — + 0, 但是 

CO 

门五 n = 0. 


§2.3 测度的延拓 

本节的主要任务是要证明任何一个给定在环 il (由基本空间 X 上的某些子 
集所组成的）上的测度//必可延拓到某个 a - 环 iT D S ( ii ) 上,成为 iT 上的测 
度.如何实现这种延拓？正如本章引言中所说,先造外测度，然后分析外测度能 
在哪些集上具有可加性，最后找岀 ir 以及//在丑 * 上的延拓. 

1. 外测度设 x 是基本空间， ii 是 x 的环.下面先引进一个包含 h 的 
a -^： H ( R ) 表示 X 中能用 H 中一列元素（即 X 中某些子集的序列）加以覆盖 
的子集全体所成的类，即 

OC 

H ( R ) = { E\E C X ,存在屄 G il(i 二 1，2,3,…）使丑 C U 拉}. 

i=l 

例1 设 x 是任意的集, H 表示 x 的有限子集（包括空集 0) 全体所成的 
环,那么 H ( R ) 就是 X 的有限或可列子集（包括空集 0) 全体所成的集类. 

例2 对于 §2.2 第二小节的环 说, H ( Ro ) 就是直线的所有子集全体. 

引理 1 对任何环丑，必定 il C H ( R ); 当 E G H ( R ) Ht , E 的任何子集 F 
必定也属于 H ( R ); H ( R ) 必定是 a - 环. 
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证 引理的结论中，前面两条是显然的.而要证明是 a - 环，显然只 
要证明 H ( R ) 对可列和运算的封闭性. 

设拉 G H ( R)(i 二 1,2,3,…），那么对每个拉，有一列 E\ j \j = 1，2,3,...) 

使得 

OC 

E ^ j) eR , E t c |J E \ j \ 


这时显然0拉 C U U E i j ) ^ 其中 = 1,2,3,...) 是 il 中 的一列元素. 

i=l i=l j=l 

oc 

因此 U 及 G H { R ). 证毕 

i=l 

定义 2.3.1 如果 M 是环 H 上的测度，在 H ( R ) 上作集函数 〆 ：当 E G 

ff ( il ) 时 

( OC oc ^ 

^{ E )= mI ^2^ i ( Ei ) Ei G RKE C U 五小 
U=1 i=l J 

〆 称为由测度 / X 所引 出的外测度. 

首先注意, H ( R)(d R ) 上集函数，限制到只上就是/ X ,即 

= (即 ^( E )= fi { E ), EeR ). (2.3.1) 

事实上，如果 E e R ， 由测度的次可列可加性（见定理 2.2.1 的 ( iv )), 对任 

OC oo 

何一列尽 G R,E c \ jEi , 都有 11 ( E ) ( YMEi ), 从而 fi { E ) < 〆 (£；)•另一 

i = \ i=l 

方面，特别取 Ei = E , E 2 = E 3 =…=0 作为五的覆盖，又由可列可加性 

OC 

KE ) = 〆 (五).所以 fi ( E ) = 〆 (五) • 

其意，即使 y 对于 H 中每个集 E ^( E ) 是有限值,，作为 H ( R ) 上集 
函数,也可能出现 F G K ( H ), 而 / x *( F ) = oc . 这种例子甚多. 

下面先列出 〆 的几个明显的简单性质. 

引理 2由环 H 上的测度//所引岀的外测度 〆 有下列性质： 

( i ) "*(0卜0; 

( ii ) (非负性）对任何五 G 丑 ( H ) 〆 ⑻ > 0; 

( iii ) (单调性）如果 E ^ E 2 e H ( R ), 且及 C 丑 2 ,那么 “ W 〆 (丑 2 ); 

( iv ) 对于五 (五）= 〆 五). 

由引理2的 （ iv ) 知道 H ( R ) 上集函数，是 H 上集函数//的延拓，但是不 
是作为测度 M 的延拓呢？即 〆 是不是 H ( R ) 上测度呢？只是在明显的少数特殊 
情况下， 〆 才是 H ( R ) 上的测度（例子可参见习题1)，一般说来， 〆 不是 H ( R ) 
上的测度.下面便是一例. 
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例 3 设 X = (0,1], R = {0,(0,1]}, 而 H 上 y 是 //(0) = 0,"((0, 1]) = 
1. 这时 H ( il ) 是（0, 1] 中所有子集全体.显然，按定义，对任何非空集丑 G 

/ / -I n \ / / -I n \ / / in 


H ( R ),^( E ) = 1. 这样，0, - 




2 #〆 


U 


(^，1 j = 1，即 〆 在 H ( R ) 上不满足有限可加性，自然 〆 不可能是测度. 
但 〆 在 H ( R ) 上仍具有次可列可加性. 


定理 2.3.1 设 〆 是由环 H 上测度 M 所引岀的外测度，那么对于任何一 
列屄 G H ( R ), 成立不等式 

/ OC \ oo 

〆 U 及 (2.3.2) 

\i=l ) i=l 

证首先由引理 1,(3 丑 i G 丑(丑)，因此，五是有意义的.如果有 
1 = \ \^ 2=1 / 

某个 i , n *( Ei ) = oo , 那么 (2.3.2) 无疑 成立. 因此，示妨设所有 〆 (拉） < oo .对 
任何 e > 0,对于拉，由 〆 的定义，可取一列 E^ j) (j = 1,2,3, — )，它们都属于 

RAc 0五 P ), 且使 
j=i 

⑹ + J . 

j=i 

因而 ; f >* ⑹+&但是0 f ^ 0及，所以得到 

i=l j=l i=l 0=1 i=l 


\i=l ) i,j=l i=l 

令 e 0 就得到 （2.3.2) 式. 证毕 

次可列可加性当然蕴涵着次有限可加性，但次可列可加性离可列可加性相 
差甚远.我们的目标就是希望在 H ( R ) 上能找岀一个类 iT , 它是 a - 环,且包含 
il , 而 〆 在丑*上是测度.为此,我们先看，究竟在 H ( R ) 的哪些子集上具有 
有限可加性. 

定理 2.3.2 设 〆 是由环 H 上测度//在 H ( R ) 上引岀的外测度，如果 
EeR , 那么对任何 F G H ( R ), 

/ x *( F ) = / x *( Ff |^) + ^{ F - E ). (2.3.3) 

证 由于 — 五)，由 (2.3.2) 式可知 

^( F ) < ^{ F - E \ (2.3.4) 
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因此只要证明相反的不等式也成立.对于，⑻= oc , 显然，由 （2.3.4) 立即可以 
得到 （2.3.3). 所以下面不妨设 ^( F ) < oo . 

由 / x *( F ) 的定义，对任何£ > 0,有一列及 G il (4 = 1，2,3,...),使得 F C 

OO OO 

\ JE U 而且 ^( F )+ e > Y , M 屄).令屄=五门屄，拉= Ei - E , 显然 E [^ eR , 

i = \ i=l 

异且 从 Ei) = fi(El) + / x( 反 "） （k 1,2,3 ,…)，从而 

OO / OO \ oo oo 

U 馬 = u 及门五 D F n 五, U 辟 = U 段-五 D F —五， 


而且 


f> (馬） = f> (與) + f>«) > ^(Ff]E) 

i=l i = 1 %— 1 

+^( F - E ), 


因此 fi *( F )+ e > [/ x ( 及）》 ^{ Ff ] E ) + ^{F - E ), 再令 e — 0,结合 （2.3.4)， 
就得到 （2.3.3). 1=1 证毕 

(2.3.3) 式表明 H 中的任何集尽能够分割测量 H ( R ) 中集的外测度，即如 
果 H ( R ) 中两个集，一个是五的子集（例如 Ff ] E ), 另一个是 X - 丑=於的 
子集（例如五）时,那么它们的和集（例如 F ) 的外测度 就奪于 这两个集的外 
测度之和. 

显然，上述分割测量外测度的性质可以推广如下，当 X 分解成有限个互不 
相交的 n 个集及，…， K 的和时，而且 E u ...， E n 中至少有 n - 1个属于 
那么下式成立 

71 

^( F ) = 5>*(耶0， Fe H ( R ). (2.3.3，) 


利用定理 2.3.2 找岀 iT . 

2 . ，-可测集 为了找岀 ir , 先做点 分析: 设想由 M 引岀 的 〆 用某种方法 
已从 H ( R ) 中找到一个子 a - 环 D 并且 〆 在丑*是可列可加的，即由 il 
上的测度 / x 扩张成上测度 〆 .但 a - 环也是环,又可用代替 B , iT 上 
的 〆 代替 H 上的//,重复上述某种扩张过程，即先作岀类 H ( R *) 以及 H ( R ^) 
上的外测度（ 〆 )* (记为 〆 *),然后又可找岀更大的丑** DW DR . 这样，似可 
一直扩张下去.其实不然，上述扩张过程只能做一次就不能再扩张了.即下面事 
实成立. 

引理3 丑* 是 H ( R ) 的一个子环，如果 il * D 那么 H ( W ) = H ( R ), 
并且 〆 
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证因为 H { E ) 是一切能用五中可列个元素覆盖的（ X 的）子集全体，自 
然，从 D H 可推出 H { W ) D H { R ). 

OO 

反之，对任何五 G H(W), 必有中序列 {£；*}, 使得 EC \ JE ；. 但对每 

i=l 

00 

个拉 G H*(C H ( R )) 又必有 H 中序列 [ E ]}, 使得拉 C U 巧.所以丑 c U E h 

j=l i，j 

从而 H ( R ^) c H ( R ). 因此 H ( W ) = H ( R ). 

再证 〆 = 因为 D 而且在丑上 /x = //*. .所以对任何五 e 
(丑 *) 有 

( OO oc > 

"* ⑹二 infj ⑹拉 e H ， 且五 c U 五々 

t i=l i=l J 

( oc oc "j 

= infj 拉 G 且五 C U 馬} 

U=1 2=1 J 

( OC OO ^ 

jy ' E ;) E ： eR \ KEc [ jE ；\ 

U=1 i=l J 

=〆 * ⑻， 

当 〆 *(£；) 二 OO 时，从上式已经有 /( E ) = 所以不妨设 〆 *(丑）< oo 

情况下证明 ^{ E \ < ^( E ). 事实上，对任何 e > 0,必有丑 * 中 { E *} 使得 

OO ’ 

丑 c U 五 r ， 并且 

i=l 

oc 

5>*(拉）< 〆 *(£；) +〔 

i=l 

oc 

由此可知 ^( E ；) < 00 ,因而对任何 S ， 存在 { E )} c R , 使得拉 C U 巧，且 

' j=i 

OO 

(句）< "*( 拉）+备，这样，就有£； C ( J 苟，而且 

j=i 

〆 ⑻ < ^>(句 ） < ( 拉）+ e < "** ⑹ + 2 e , 




证毕 


令 e — 0,便得到 ^{ E ) < 〆 *(£；). 

引理3说明了用外测度找//的扩张只须一次就不能再扩大了.如果再结合 
定理2.3.2,它就提供了我们找丑*的唯一途径，因为假如 〆 在丑* D H 上是测 
度，那么按定理2.3.2, 中任一个集都能分割测量丑(丑 *)( 即 H ( R )) 中每个 
集的外测度 〆 * (但是 〆 * = 〆 )，即对 EeW AFe H { R ), 应成立着 


^(F)=^(FnE)+^(F-Ey 


( 2 . 3 . 5 ) 
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由此我们引入下面的定义. 

定义 2.3.2 设//是环丑上的测度， 〆 是由测度 W 所引岀的外测度，丑 G 
H ( R ), 如果对任何 F € H ( R ) 都成立 ^( F ) = ^( FC \ E ) + fi*{F - E ), 就称丑 
是 〆 -可测集.可测集全体记为 iT . 

等式 (2.3.5) 称为集五的 Caratheodory (卡拉泰屋独利）条件. 

显然 H C iT ， 并且当 X 分解成有限个互不相交的集及，…，五 n 的和时, 
而且五 l 5 …，中至少有 n - 1个属于 H *, 类似于（ 2 . 3 . 3 0,有 

71 

^( F ) 二 ^>*(卵0, Fe H ( R ). (2.3.6) 

2=1 

引理4 〆 -可测集全体 ir 是一个环. 

证用 ir 中集分割测量 H ( R ) 中集的外测度这个基本属性证明 ir 是一 
个环.设 E ^ E 2 e R \ BP 

^( F ) = + ^( F - E ,), Fe H ( R ), (2.3.7) 

^( F ) = / x *( Fn ^ 2 ) + ^{ F - E 2 ), Fe H ( R ). (2.3.8) 

1° 证明 ir 对和运算封闭.用五 2 来分割 F - E u 有 

^( F - E 1 )= / x *(( F - 巧) fl 五 2 ) + "*(F — (£； iU ^2)), 

利用 （ 2 .3.7) 以及佐的分割测量的属性就得到 

^( F ) = //( Ffl 及） + ^(( F - E ,)^) +/ x *( F - (^ iU ^2)) 

= ^((FnEM(F- £ ； i)f|^2)) + ， [F- (Ei\JE 2 )) 

= //*( Fn (^ iU ^2 )) + n (五 iU ^))， 

上式对任何 h ( r ) 成立，即 £； iU ^2 gh *. 

2。同样可证丑*对差运算封闭•用五 2 分割 （2.3.7) 中的，有 

/x*(Fn^i) = /x*(Fn^n^) + ^ 狀卩私） - 恥 ) 

= / x *( Fn ^ if |^2) + ^( Ff](Ei - 五2))， 

利用 （2.3.7) 以及及的分割测量的属性就得到 

= / x *( Ffi(^i -五 2 ))+ ^( Fn ^ n ^ i ) + 

= ^( Ff ]( E 1 - 五 2 )) + y(F — (玢- E 2 )). 


上式对任何 F G H ( R ) 成立，即 E l - E 2 e R \ 


证毕 
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图 2.3 


图 2.4 


定理 2.3.3 可测集全体是 cr - 环,并且 〆 是上测度. 

证 根据引理4, 是环，因此，要证明是 a - 环，只要证明 iT 对互不 

相交€—列集的和运算封闭就可以了.设是 iT 中一列互不相交的集，记 

E =\ jEi , 要证明五 e B *， 就是要证明 

i=l 

/ x *( F ) = ^{ Ff ] E ) + "*(F - E)，Fe H ( R ). (2.3.9) 

又因为 〆 具有次可加性，所以只要证明 

/ x *( F ) > ^( F ^ E ) + / x*(F — E ), Fe H ( R ). (2.3.10) 

因为五 i 门五2 = 0, 五 i 、五 2 G 丑*,利用五！分割测量得到 


^( Ff ]( E 1 [ jE 2 )) = /x*(Fn^i) + 五2)， 

利用归纳法立即可知对任何自然数 n， 

"* ( F n 〔 0,)) 

由于 0 尽 g 丑*，以及，的单调性，就得到 

i=i 

(Wi> 




(2.3.11) 
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令 n — oo, 并利用〆的次可列可加性，由 (2.3.11) 得到 

OC 

2=1 

^^( FnE )^^( F - E ), (2.3.12) 

这就证明了 丑*，即丑*是 a- 环. 

特别在 (2.3.12) 中取 F 二尽 就得到 

OC 


但〆是具有次可列可加性的，因此 ^( E ) = (拉)，即〆是 a- 环 iT 上测 

度. 证毕 

究竟 R * 中有哪些集呢？例如 B C 只*.又因为是 a- 环，所以 S ( R ) C R \ 
除此而外，中还包含了使得 ^{ E )=0 的一切丑. 

引理 5 如果 E G H ( R ) 而且 〆 (五 ） = 0, 那么 H*. 

(此引理说明外测度为零的集必是〆-可测集） 

证对任何 F G H ( R ), 由外测度的单调性及非负性，得到0 < fi *( Ff ] E ) < 
〆(五）= 0,因此 ^( FC \ E ) = 0 . 又由次可加性可知 

^(F -E)^ /x*(F) < ^(Ff)E) + ^(F -E) = ^(F-E), 

上式的左右两端相同，因此中间的不等式就成为等式.所以 ^( F )=^( FnE ) + 
^( F - E ), 因此 E e H*. 证毕 

定义 2.3.3 设//是环 只 上的测度， EeR. 如果 fi(E) = 0就称 E 是 /X- 零 
集，简称作零集. 

显然，零集的子集，如果也属于只，就必然也是零集.但是对一般环 H 上 
的测度零集的子集不一定属于丑. 

例 4设 X是一集，丑={X, 0}, 这是一个环（也是 a- 环、 a- 代数), fi { X ) = 
M0) = 0. 这是平凡的测度.当X至少有两个元素时，X的真子集不属 于凡因 
此有必要引入下面的概念. 

定义 2.3.4 设//是环 R 上的测度，如果 il 中任何零集的任何子集都 
必定属于 il , 那么称//是一 个完全测度. 

这样，由引理5我们还进一步得到下面的系. 

系〆是^_可测集类丑*上的完全测度. 
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定义 2.3.5 设/ X 是环丑上的测度，我们称 a - 环 iT 上的测度 〆 是/ X 的 

延拓（或扩张). 

现在我们把这几节中所讨论的内容扼要地小结一下： 

我们从集 X 的某些子集所成的一个环丑，以及环丑上的测度/ X 岀发.根 
据环丑作集类 H ( R ), 它是 a - 环.然后由测度/ X ，在 H ( R ) 上作出由 / x 引岀的 
外测度 〆 , 〆 是 M 的“延拓”，即对于五 G 丑， 〆㈤ = fi ( E ). 外测度 〆 具有测 
度的一部分性质，但是，不一定有可加性，一般说，，只具有次可加性.但是 
在 H ( R ) 中利用 Caratheodory 条件分岀了一类集，即 〆 -可测集， 〆 -可测集全 
体 iT 是一个 a - 环，而且丑中的元都是 〆 -可测集.如果把外测度 〆 限制在 
化上， 那么可列可加性也是成立的，因此 〆 是 iT 上的 测度. 而且 〆 是 iT 上 
的完全测度. 

今后我们凡是遇到环丑上的测度/ X ，总是立即把它延拓成为丑*上的测度 
〆 .在不致发生混淆的时候， iT 上的测度，仍用记号 M 来表示. 

3. iT 与 S ( R ) 在这一小节中将证明，对相当广泛的一类测度， S (丑） 和 
〆 -零集就完全刻画岀 iT . 

为此，我们引入如下定义. 

定义 2.3.6 设丑是由集 X 的某些子集所成的环， /X 是丑上的测度.如果 
五 G 丑使 fi ( E ) < oo , 那么称五 有有限测度. 

如果任何 E e R 都有有限测度，那么就称测度 /X 是有限的. 如果 X G 丑 
(即丑 是个代数）且 / x ( X ) < oo , 那么就称测度 /x 是全有限的. 

定义 2.3.7 设丑是由集 X 的某些子集所成的环，/ X 是丑上的测度.如果 

OO 

EeR , 而且有一列屄 e 丑(《=1,2,3, ...）， 每个屄都有有限测度且 Ec \ jEi , 

那么称五的测度是 a - 有限的. 如果每个 EeR 的测度是 a - 有限的，就说 /x 
是 a - 有限的. 如果 X e 丑（即丑 是代数）而且 X 的测度是 a - 有限的，那么就说 
测度 M 是全 a - 有限的. 

§2.2 中的例2中的 / x 是有限测度.如果例2中 X 是有限集，那么 / x 是全有 
限的.而 §2.2 中的例3中的测度 / x 是全有限的.定理 2.2.2 中的测度 m 是有限 
的，但不是全有限的. §2.2 中例4就不是 a - 有限的. 

例 5任取一个有限的左开右闭区间 ( a ,6 ](a < 6), 那么馬门沁，6]是由 
( a , 6] 的某些子集所成的代数，当我们把 m 限制在％门沁，&]上时，它当然是个 
测度，这个测度是全有限的. 

例 6如果我们把 （ - oo,a] ， (a,+oo) (a 是有限实数）及 （ -oo ， +oo) 也看作 
“左开右闭”区间，所有左开右闭区间全体记作 P ( P 是 P 再加上上面这种无限 
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的左开右闭区间所成的集类) . P 所张成的环记为及0,这时，总)中的元是 P 中 
有限个元的和集，而且可以表示成 P 中有限个两两不交的元的和集.（这种分解 
法仍称做是初等分解对于五 G 及 0 , 我们仍可定义 m ( E ) 是 E 的初等分解式中 
各个区间的长度之和，当 E 的初等分解中有一个是无限区间时， m ( E ) = oo .这 

OO 

样作出的 m 是环总)上的测度.由于 （- oo ，+ oo ) =匕| (- n ， n ]， 因此 m 是总)上 
的全 a - 有限测度. 

例7设 X 是一个集 ，丑 表示 X 的所有子集全体所成的 a - 代数.对于 
EeR, 规定当五是无限集时 fi(E) = oo, 当五是有限集时 ii{E) 等于集 E 中元 
素的数目.容易验证 , M 是丑上的测度.当 X 是有限集时, / i 是全有 限的； 当 X 
是可列集时,/ X 是全 a - 有 限的； 而当 X 是不可列集时,/ X 就不是 a - 有限的. 

在概率论中岀现的概率测度就是全有限的测度，而且全空间 X 的测度是 1. 
在一般分析数学中， a - 有限测度已足够应用了.它的特点就是每一个测度无限大 
的集，总能被分割成可列个测度有限的部分加以考虑.今后本书中主要讨论的是 
a - 有限的测度. 

引理6丑是 X 上的环，/ X 是丑上心有限的测度，那么 〆 必是丑 * 上 
a - 有限的测度. 

OO 

证对任何五 e ir (c H ( R )), 必存在丑中序列 [ Ei ], 使得五 c 屄•而 

i=X 

对每个及，由/ X 是 a - 有限的，又存在丑中的{句}，/ x 间）< oo(j = I , 2 , 3 ,…)， 
并且^ C Q E ). 因此五 C \ JE ), 所以五是 a - 有限的. 证毕 

下面 iT 与 S ( R ) 6?关系. 

引理7如果五 G 丑*, 〆 ⑻ < oo , 那么必有 S ( R ), 使得 FdE , 并且 
^( F - E )= 0 , 

OO 

证对任何 e > 0,由 〆 的定义,必有一列取6丑，使五 C IJ 屄，而且 

i=l 

OO 

J 2 KEi )<^( E )+ e . 

i=l 

/ OO \ OO OO OO 

所以， u 私 < ^ y *( Ei )= (及） < 〆㈤ + 。但是 e 的丑)，这 

\i=l ) i=l i=l i=l 

OO 

就是说,对 e > 0,有 S ( R ) 中元疋 =| J 屄 D E 且 

i=l 

^( F £ )<^( E )+ e . 
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取 i( n = 1，2,3,…),就得到一列 Fi e S ( R),Fx D E ，/ x *( Fi ) < 〆 (五) + i . 

n n n n n 

OO 

令 F =「| 々，显然 ， F e S ( R ), FdE , 而且 / x *( F )= 〆 (£；). 因为 F e 丑*，五 e 

R \ 而在丑*上是 测度. 因此 /( E ) = / x *( F )= 〆 (五） + ^( F - E ), 由于 
，(五） < oo , 就得到 / x*(F - E ) = 0 . 证毕 

定理 2.3.4 如果 /x 是丑上的 ^ 有限测度，那么 

( i ) iT 中任何集必可表示成 S ( R ) 中集与一个 〆 -零集 的差； 

( ii ) R * 中任何集必可表示成 S ( R ) 中集与一个 〆 -零集的和. 

证⑴设五 G iT . 由引理6有一列 { E n } C R \^{ E n ) < oo 使得 E c 
Q E n . 不妨认为 E =\ jE n (否则用五。门五代替五 n 就行了).由引理7,对每 

71=1 71=1 

OO 

个五 n , 有 F n e S ( R ), F n DE n , / x *( F n —五 n ) = 0 .作 F = |J 凡，那么 F e S ( R ), 
FdE 而且 n_1 


F-E = F -\ jE n =[ jF n -\ jE n c [ j ( F n - E n ). 

71=1 n=l n=l n=l 

所以 / x*(F - E )( f 2^( F n - E n ) = 0,由 〆 的非负性得到 / x*(F -五 ）= 0 •因 

此 ， F — E 是 ，-零 1 这时 E = F -( F - E ). 

( ii ) 设 E e iT . 由⑴，存在 A G S ( R ), 使得 A D 五，并且 A - E 是 
零集. 又因为 巧-五 G iT ， 由⑴，又存在巧 G S ( R ), F 2 D Fi - 并且 
^( F 2 -( F 1 - E )) = 0. 显然 

E = F 1 -( F 1 - E ) = ( F , - F 2 )] J {[ F 2 - ( F , - 五)]门五}， 

而这里的 F 1 - F 2 e S ( R ),[ F 2 -( F 1 —五)] H 五是 〆 -零集 F 2 - (巧 — 丑）的子集 
(自然也是 〆 -零集). 证毕 

用表示 〆 -零集全体所成的类.定理 2.3.4 的另一个等价形式 如下： 

定理 2.3.5 如果 / x 是环丑上 a - 有限测度，那么 iT 中集的一般形式是 
( F \ JN 1 )- N 2 , 其中 丑),爪、爪 eiv〆 . 

特别，当丑本身就是 a - 环时,定理2.3.4、 2.3.5 又可叙述成如下形式 

定理 2.3.6 如果 / x 是 a - 环丑上的 a - 有限测度，那么丑 * 中的集可表示 
成 或者 F 2 - N 2 或者 ( F 3 U ^ 3 ) - iV 4 , 其中仄 e 丑(《= 1,2,3),^- G 

iV(j = l ，2,3,4). 
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测度的增补正如例4中已指岀，对给定在环或 a - 环丑上测度 / x , —般说 
来，由 n ( E ) = 0,并不能推出的任何子集及在丑中，从而/ X 在五1上可以没 
有意义.这是因为 / i 并不一定是丑上完全测度.受定理 2.3.6 的启发,对于给定 
在 a - 环丑上（不完全）测度 / x , 总可以增补一些“零集”上去，使 / x 成为完全测 
度. 


定理 2.3.7 设/ X 是 a - 环丑上 a - 有限测度 , N 是 R 中一切 / x 测度为零的 
集的一切子集全体.那么 

( i ) 丑* = 3( 丑 LJW ); 

( ii ) 对任何五 e iT ， 总存在 FeR , N ^ N 2 eN , 使得 £； = ( F \ JN 1 )- N 2 ] 

( iii ) 对 （ ii ) 中的 E ， F ， 满足 〆 (五）二 / x ( F ). 

证 ⑴对任何 N e N , 由定义， 存在 E e R ^{ E ) = 0,使得 N c K 但 
^( E ) = fi ( E ) = o ， 〆 是 ir 上完全测度，所以 iv e Np . 由于丑 u # C 丑*，所 
以 S ( R [ JN ) CR \ 

反之,对任何 EeR \ 由定理 2.3.4 或2.3.5,存在 F G S ( R ) = R,N eN ^ 
(即 / i *( iV ) - 0), 使得五= F \ JN . 而对于 iV e iV〆 ， 再用定理 2.3.4 或 2.3.5, 
N = F X - N U F 1 e S ( R ) = e 由于 

0 = //(iV) = n m) = /x*(F!) = M ⑹, 

所以 N e N . 从而 E = F[jN G S (丑 UW )， 即 s (丑 UW ) D 丑*，因此丑 * = 
^ U ^ V ). 从上面证明中我们还得到 iv = iV . 

至于 （ ii )、（ iii ) 可由定理 2.3.5 以及等式 〆 (五）= ^(( FUiVx ) - N 2 ) = 
/ x *( FU ^ i ) = M *( F ) = fi ( F ) 立即得到. 证毕 

定理 2.3.7 表明，对于给定在 a - 环丑上 a - 有限测度 / x , 它的 Caratheodory 
扩张 iT 、 〆 可以用下面的所谓增补法得到. 

“增补法”是这样的：设丑是 X 上的 a - 环，/ X 是丑上的测度（一般说来是 
非完全的). iV 是丑中一切 / x 测度为零的集的一切子集全体 ，及 表示一切形为 
( FUm ) - n 2 (f e R , N ^ n 2 e N ) 的集全体所成的集类. 在兒 上引入 〆 ，当 
五二 （FUivO — iv 2 时，规定 


(E) = /x(-F), 

易知（希读者证明） R f ( D 丑）是X上的 a- 环，并且〆 是允 上的测度，〆还是 
丑上/X延拓岀来的允上的完全测度. 

定理 2 . 3.7 表示，当丑是 a- 环, /x 是丑上。有限测度时，必有丑 * =贫,〆= 
〆.从增补法可以 看出： 当 /x 是 a- 环上完全测度时,那么 R = RX 
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当丑是 a - 环，但丑上测度/ X 不是 a - 有限的测度时，一般只能得到丑 C 
允 C 丑*，而，是 〆 的延拓 • 下面举例说明确实会发生允# iT 的情况. 


例8设 X 是直线,丑是由 X 中有限点集、可列点集等张成的 a - 代数（当 
然是 a - 环).丑中的集五或是空集、或是有限集、或是可列集、或是它们的余集. 
/4 E ) 是 E(e R ) 中所含点的个数（当五是无限集时， fi ( E ) = 00 ). 显然， 卜是 R 
上完全测度， 所以允 =丑, 〆 = //. 

现在看丑* : 由于 H ( R ) 是直线上一切子集全体 . iT 中除去丑中集外还有 
哪些类型的集呢？我们来证明 ir = h ( r ). 为此,我们只要证明直线上不属于丑 
的集五也满足 Caratheodory 条件即可.显然，五不在丑中的充要条件是五及 
E 的余集都是不可列的无限集，因此对任何 F G H ( R ), 不管 / x *( F ) 是有限、无 
限，易知总有 ^( F ) = / i *0 P - E ), 即丑 * = H ( R ) ^ R \ 

4. 延拓的唯一性 前面已多次指岀，我们总希望将给定在环丑上的测度延 
拓到某个 a - 环上，以便能有效地讨论极限，并且希望扩张的 a - 环越大越好，以便 
更多的函数可以积分. Caratheodory 条件提供了一种一般的延拓方法,并得到相 
应的 a - 环 iT 以及 iT 上的完全测度 〆 .这是问题的一个方面.但我们必须注 
意到 iT ( I ) S ( R )) 这个 a - 环是依赖于测度 / x 的集类（因为 Caratheodory 条件中 
要用 〆 ，而，是由/ X 决定的)，所以严格地说,应记丑 * 为丑；；.如今在丑上给 
了两个测度/ X 、这样，相应地产生丑；；、和以及 〆 、 〆 . 自然就发生如下问题: 
〆 在丑；；上或 〆 在丑：上是否都有意义？显然，一般地说，丑;；# 由此可知, 

在发生同时需要讨论丑上多个测度时,例如，假设在丑上 fi ( E ) < u ( E )( EeR ) 
成立，延拓后，对 〆〆 是否能保持这个不等式，这类问题可能就失去意义.所 
以，在很多场合,我们总把 〆 只限制定义在丑；；的子 a - 环 S ( R ) ±. 因为 S ( R ) 
是 a - 环,能有效地保证讨论极限，更因为 S (丑）是丑按集合论方法（与有没有测 
度无关）引岀的扩张，而它对丑上一切/ X 的 〆 都有意义.据此，尽管 〆 限制在 
S ( R ) 上已可能不再是完全的测度，一般文章中都用 S ( R ) 作为 〆 的定义域. 

现在给岀测度唯一性定理. 

定理 2.3.8 设丑是 X 的某些子集所成的环， ㈣ (k = 1, 2 )是 S ( R ) 上两 
个测度，如果 ㈣ 在 R 上都是 a - 有限的，且对任何 E G R ^ i ( E ) = 的(五产，那 
么在 S (丑）上 /XI = M 2. 

证设 E e S ( R ), 满足如下条件：⑴有一列五 n G R ,/^( E n ) < 00 , 使 

oo 

Ec\J E n ; ( ii ) 对一切 乂 G 丑，当 /^⑷ < oo 时， = fi2 ( Af ] E ). 这种 
集全体记为 M . 


①其实只要假设对满足 糾 ( E )〈 oc 的集成立，定理 2.3.8 就成立. 
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当 E G 丑时 ，由于 M 在丑上是 a - 有限的，所以 E 满足条件⑴，又由于 
Mi 、 M 2 在丑上相等，所以⑻也 满足. 因此五 G M ， 即 H C M , 再证在 M 上 
Mi 与 M2 相等.当五 € M 时，由条件⑴，有一列 K G R^i(E n ) <00 使 EC 

Qe u , 显然可以做到使得 { E n } 中任何两个不相交.因此，由五= \ J ( E n f ] E ) 
新条件 （ ii ) fi^En CiE )= fi 2 ( E n f ] E ) 立即得到 n 

OO OO 

f ^ l ( E ) = Y ,^ mEn ) = J 2^( Ef ] En )= 的 (五) • 
n=l n=l 

最后再证 M 是单调类.设 { F m } 是 M 中一列单调的氣由于每个 F m 满 

OO 

足条件⑴，所以有丑中一列集五 i m ) 使 m (五 i m) ) < 00 , 而且 F m C (J £^ m) . 

n=l 

因此 lim F m C fl 五 i m) . 这就是说 lim 满足条件⑴.又由于当 A G 

m—>00 v - / v - / m—►oo 

m=l n=l 

R , fii ( A ) < 00 时 

/ ii ( i 4 f | F m ) = fj ，2{ Af ] F m ), 

由定理 2.2.1 的 （ v ) 和 （ vi ) 以及 < 00 , 有 

/ xi ( Af | lim F m ) = fi 2 { Af ] lim F m ), 

m—►oo m—00 

因此 G M , 即 M 是单调类.再由定理 2.1.4 的系可知 M D S (丑)，所 
以在上 /XI 证毕 

习题 2.3 

1. 设久是可列无限集，入={心， x 2 , … x n , … }, H 是入中有限子集所成的环.对任何 
Ee 丑, M (五）是五中点的个数 ，叫 ( E ) = a ^( E)(a 是常数).证明 M 都是 if (丑）上 
测度. 

2. 设是 X 的某些子集所成的 a - 环， / x 是 H 上的测度.证明 H(R) 上的集函数 

，(£*) = inf {"(F) | 五 cFeR},Ee H(R) 

是由 / i 所引出的外测度. 

3. 设是 X 的某些子集所成的 a - 环， / i 是上的测度•作 H(R) 上的集函数 / i * 如 
下：当 E G if (丑）时 

"*(£*) = sup{/i(F)|E D F e R} 

称…为 / x 所引出的内测度，试讨论内测度的各种性质. 

4. 设是 X 的某些子集所成的代数， / i 是 H 上的测度并且 / i ( X ) < 00 ,定义 


fu(E) = fi(X) HX - E),E e H(R) 
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称…为内测度，讨论…的各种性质.当 H 是 a - 代数时讨论这里的 A 与第3题中定义的 
/ X * 的关系. 

5. 设 X 是一集，丑是 X 的某些子集所成的 a - 代数， p 是 R 上的有限测度，…是 
H ( R ) 上的内 测度： 当 E G 丑(丑）时 fu ( E ) 二 sup {/ i ( F)|E DFeR }. 

证明 EeR * 的充要条件是，(五 ） = fu [ E ). 

6. 设 H 是入的某些子集所成的环， p 是 R 上测度.任取五 C X ，记= { F\Fe 
R,F C E }, fXE 是/ X 在环凡 E ； 上的限制.丑: b 、 /4 是凡 E ； 上/^按 Caratheodory 条件的 
扩张.举例说明 

7. 举例说明环 _ R 上测度 / i 按 Caratheodory 条件所得的扩张 iT 、 〆 并不一定是丑 、 /x 
的最大扩张. 

8. 设是 X 的某些子集所成的环， p 是 R 上的测度. 

⑴证明 / X - 零集全体是丑的子环，并举例说明不必是 a - 环. 

( ii ) 举例说明 H 虽不是 a - 环，但 / X - 零集全体却是 a - 环. 

( iii ) 如果丑是 a - 环，那么 / i - 零集全体必是 a -环. 

9. ( i ) 证明定理 2.3.7 中丑*中 E 可以表示成 E =( F - N 1 )[j N 2 (F e S ( R ), 队、 N 2 e 
N ) 或者 E = FAN(F e S ( R),N e N ). 

( ii ) 去掉 / X 是丑上 a - 有限的假设.证明定理 2.3.4 — 2.3.6 对 iT 中 a - 有限集 E 成立. 

10. 设 H 是 X 的某些子集所成的环，/ X 是 H 上测度 . AT 是一切 / i _ 零集的一切子集全 
体 . 丑/ 为一切 E = ( FUM ) - N 2 (F eR , N !. N 2 e N ) 全体，并规定 = / iCF ). 证 
明 〆 是 a - 环贫 上完全测度.即证明 （ i ) 允是 a - 环； （ ii ) 定义 f /( E ) = fi ( F ) 是确当的，即 
〆 在 E 上的值不依赖于表示 E = ( F \ JN 1 )- N 2 的具体 形式； （ iii ) 〆 是上完全测度. 

11. 举例说明在习题10中，可以取 AT 的一个真子集作相应的丑"= { E\E - 
( FUA ^ i ) — N 2 ，F e S ( R ), N ^ N 2 e M }， 规定 fji f , ( E ) = / i ( F ), 使得丑"是 a - 环，并且 i ? 
是丑〃的真子集，而 / x 〃是 i ?〃 上测度. 

12. 设丑是 X 的某些子集所成的环, / x 是 S ( R ) 上的 a - 有限测度.举例说明当 / i 限制 
在丑上时，/ X 不是丑上的 a - 有限测度 

13. 设丑是入的某些子集所成的环， m 、 / i 2 是 S ( R ) 上两个 a - 有限测度，并且对一 
切 E G R ^ i ( E ) =叫 ( E ), 举例说明在 S ( R ) 上可以 /ii #妁（即存在五 G S ( R ), 使得 

§2.4 Lebesgue 测度、 Lebesgue-Stieltjes 测度 

在 §2.3 中讲的是如何从给定的一般的环丑上测度/ X ,扩张成&环丑 * 上测 
度 〆 .在这一节里将具体地讨论从直线上环说上给定的测度 m 扩张成(是 
R * 在此特殊情况下的专门记号）上的 Lebesgue (勒贝格）测度 m * 以及 m * 的 
性质.并且还要附带讨论 Lebesgue-Stieltjes (勒贝格-斯蒂尔切斯）测度.鉴于 
Lebesgue 测度和 Lebesgue - Stieltjes 测度的重要性,为了便于今后的查找,我们仍 
将扩张过程的基本定义和定理一一列岀，因此本节也可以单独地阅读.由于有许 
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多定理的证明和 §2.3 中相应的一般定理证明相同，所以我们只对 §2.3 中没有的 
性质给出证明. 

本节中如无特殊声明，始终假设 X 是实数直线五 1 . 

1. 外测度 m *&*) 如前所说, ilo 是直线上有限的左开右闭区间所成的环. 
在§ 2 . 2 已经证明 m (或 W 是％上的测度•作 


H ( i ^) - { E\E C X ,存在及 。取}, 

i=l 

H ( R ^) 就是直线的一切子集全体所成 的类. 对任何五 G H ( ilo ), 规定 

( OO OO 1 

m%E)=Ml eRo^Ec |J ^ • 

U=1 i=l J 

显然，有如下结果. 

引理 1 m * 在 H ( Ro ) 上具有如下性质： （ i ) m *(0) = 0; ( ii ) (非负性）对任 
何直线的子集 E , m \ E ) ^ 0; ( iii ) (单调性）对任何直线上的子集 E 1 , E 2 , 如果 
E 1 C E 2 , 那么 m *( Ei ) ^ m * (五 2 ); ( iv ) 当五 G 执时， m *( E ) = m ( E ). 

一般说来， m * 在 H ( Ro ) 上不具有可列可加性，甚至有限可加性也不满足 
(将在本节末给岀例子来说明这一点) . m * 只具有次可列可加性. 

定理 2.4.1 设 { Ei } 是直线上的任何一列子集, m * ( Q^j ^ 

/ 2=1 

如果 EeR ^, 那么直线上的任何子集 F 被 E 所分割的 k 个部分 FpiE . F - 
E〆 在这两个部分上是具有可加性的，即成立着下面 定理： 

定理 2.4.2 设五 e %， F 是直线上的任何一个子集.下式 成立： 
m *( F ) = m *( Ff |^) + m%F - E ). 

注 g ( x ) 是 (- oo , + oo ) 上单调增加右连续函数，由 〆 x ) 导岀 ilo 上测度分， 
同样在 H ( B ^) (即直线上一切子集全体）引入 

g % E ) = Ml 5>(及)|拉 e ^ Ec \ jEA . 

U =1 i=l J 

引理1、定理2.4.1、 2.4.2 对于 〆 也成立（只要将 m * 换为 g * 即可). 

2. Lebesgue 和 Lebesgue-Stieltjes 测度现在引入 m *- 可测集和 广可 
测集概念. 
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定义 2.4.1 设 E 是直线上的一个子集,如果对任何直线上的子集 F , 都有 
m *( F ) - m *( Ff ] E ) + m *( F - E ), 

称 E 是 m *- 可测集或称为 Lebesgue 可测集,简称为 L - 可测集. L - 可测集全体记 
为 

定理 2.4.3 ⑴如果 m *( E ) = 0,那么 EeL ; 

( ii ) 是 a -环（其实是 a - 代数),并且%; 

( iii ) m * 是上的完全测度. 

Lebesgue 可测集类 [ 上的测度 m * 称为 Lebesgue 测度.今后在不发生混 
清时,总仍用 m 表示 m *. 

注将本小节的定义中 m * 换为 g ' 就可引入可测集，或称为（关于分 
的） Lebesgue-Stieltjes 可测集，简称为（关于分的） L - 5可测集(关 于分 
的 ） L - S 可测集全体记为 iA 将定理 2.4.3 中 m * 、 L 换为 fP 时仍成立. 
通常称 P .上的测度 f 为（由 g 导岀的） Lebesgue-Stieltjes 测度.今后在不发 
生混淆时，总仍用 g 表示 g ' 

因为对 （- 00 ,+ 00 ) 上无论什么单调增加右连续函数 g ( x ), 总有 L ^ DRo.m 
而 P 3 S ( Ro),M S ( Ro ) 是由％唯一确定的,并不依赖于 g ( x ). 所以我们经常 
把 Lebesgue - Stieltjes 测度（特例是 Lebesgue 测度）限制在 a - 环 S ( Ro ) 上. 5 (只 0 ) 
是直线上测度理论中特别重要的一个集类. 

3. Borel (博雷尔）集与 Lebesgue 可测集 

定义 2.4.2 S ( Ro ) 中的每个集称为直线上的 Borel H . 常记 Borel 集全体 
^ Ro ) 为 

下面将给岀一些常见的 Borel 集，并给岀它们的 Lebesgue 测度. 

定理 2.4.4 ⑴ Borel 集类 B (即 S { Ro )) 是直线上 a - 代数； 

( ii ) 单点集、有限集、可列集都是 Borel 氣并且它们的 Lebesgue 测度 是零; 

( iii ) 区间 <% 6 >(( 1 、 6 可取— 00 , + oo ) 、开集 G 是 Borel 集,并且 m (< a , b >) = 
b - a , m ( G ) =[队 - 其中 {( a ^ b u )} ^ G 的构成区间 全体： 

( iv ) 闭集 f 是 Borel 集，当 F C ( a , 6 ) (有限开区间）时， m ( F ) = (b - a )- 

m (( a , b ) - F ); 当 F 是无界闭集时, m ( F ) = n ]). 

+oo 

证 （ i ) 因为（― 00 , + oo ) = U ( n ， n + 1 ]， 所以 （— oo ,+ oo ) G 因此 B 是 

n=_oo 

a - 代数. 

①在只有一个分出现的场合，“关于分的”这个说明词常省掉. 
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( ii ) 因为单点集 { a }= f | , 所以 { a } G 从而有限集、可列 

乂 -l \ n n 」 

集均属于 a - 代数 ^ 

由单调性， m ({ a }) ^ — 再令 n - ^ oo , 立即得到 

\ \ n n \) n 

m ({ a }) = 0. 再由测度的可列可加性，易知有限集、可列集的 Lebesgue 测度是零. 

( iii ) 如果 a 、6 都是有限数,那么 [ a ，6] = ( a ，6] \ J { a }, ( a , b ) = ( a ,6]-{6}, [ a , b )= 

[aj - {6}. 由 B 是环的性质立即知道 < > 是 Borel H . 再利用测度的可加 

性以及单点集的 Lebesgue 测度是零就得到 m (< a , b >) = b — a . 

如果 < > 的 a 、6 中至少有一个是无限，例如 a = — oo , < a , b >= 

OO 

(- oo ,6] = — 所以 （- oo ,6] 是 Borel 集.再由测度的可列可加 

71=0 

OO 

性得到 m ((— oo , b ]) = [ m((b — n — l,b — n ]) = oo = b — a . 同样可证其他无限 
区间的情况. n ~° 

如果 G 是开集，因此 G 可以表示成它的构成区间之和 : G = U (〜人)({(〜， 
k )} 是 G 的构成区间全 体). 所以 G 是 Borel 集,并且 m ( G ) = = 

V 

〉 ： ( 办 i/ _ 如 ). 

p ( iv ) 当 F 是闭集时, E r - F 是开集.但 B 是代数,所以 F 是 Borel 集. 

如果 F C ( a ， b ) (有限区 间). 那么从定理 1 A 7 得到 ( a ， b )- F 是开集.又由 
于 m (( a , b )) = b — a < oo , 由测度的可减性得到 m ( F ) = b — a — m (( a ， b ) _ F 1 ). 

如果 F 是无界的闭集，那么对任何自然数 n ， F n = F 门 [- n ， n ] 也是闭集，并 
且 K cF n +1 ( n = 1,2,3 ,...),F = 利用测度的极限性质（定理 2.2.1 的 

( V ))就得到 m ( F ) = lim m ( F n ). ^°° 证毕 

n—oo 

在一般的测度理论中，我们已经较详细地讨论了 別丑） 和的关系（参见 
§2.3 的第三小节).把这些关系（定理 2.3.4 — 2.3.7) 具体化为 Lebesgue 测度时，虽 
也可以列岀一些定理.但我们不这样做，因为对于 Lebesgue 测度有下面更具体 
的结果，可以用 B (= S ( ilo )) 中的开、闭集来刻画 Lebesgue 可测集. 

引理2直线上任何子集 E 的 Lebesgue 外测度 m *( E ) 是包含 E 的开集 
O 的 Lebesgue 测度 m ( O ) 的下确界，即 

m *( E ) = inf { m (0)|0 D E . O 是开集 }. (2.4.1) 

证由 m * 的单调性, m ^ E ) ^ m *( G ) = m { G ) ( G 是包含五的任一开 集). 
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所以 

m *( E ) ^ inf { m (0)|0 D E . O 是开集 }. (2.4.2) 

由此可知，只要再证与 （2.4.2) 相反的不等式成立即可. 

如果 m * (五 ) = oo , 从 (2.4.2) 知道 （2.4.1) 必成立.因此下面不妨假设 m *( E )< 
oo 的情况下来证明. 

GO OO 

这时，对任何£ > 0,有一列及 e ilo , 使五 C U 及，而且 < 

i=l i=l 

m % E ) + e . 每个尿可以有初等分解尽= 0 E ^ MEi ) = 所以 

j=i j =1 

oo rii 

•因为 1，2,3 , …； j 二 1，2，... ， 叫）总共不过 

¥歹 Ph ， 设这一列集是 KA ]. 上面的不等式就是 

OO 

- a n ) 彡 m*{E) + e, 

n=l 

oo oo oo rii oo 

取 o = U ( a ™, + f ) ，显然 。〕 U ( an ， = u u = u 拉〕五.由 

测度的列可加性，得到 ™ 1 1 U 1 U 

oo oo 

m (°) < (卜人 + 条 )）=[ 卜 + F - 〜)， 

n=l n=l 

oo 

、 =y^(b n — a n ) + e 彡 m*(E) + 2e. 

n=l 

由这不等式即知 inf { m (0)|0 是包含五的开集 }< m*(E) + 2e. 令 e — 0,并结合 
(2.4.2) 式就得到 (2.4.1). 证毕 

定理 2.4.5 集 E C E 1 成为 Lebesgue 可测集的充要条件是对任何^ > 0, 
有开集 O D E 使得 

m*{0-E)<e. (2.4.3) 

证设 E G I ，如果 m(E) < oo , 由引理2,必有开集 O D E 使得 m(O) < 
m{E) + 由于 0 = (0- E ) U 五及爪的可加性，得到 

m(0 — E) + m{E) < m(E) + e, 

因此（ 2 . 4 . 3 )式 成立； 在 m ⑻二 oo 时，记= Efl (- n ， n )， 由上所述，必有 

OO 

On D E n ， O n 是开集，且 m ( O n - E n ) < 这时取 o = IJ O n ，0 是包含五的 
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开集，而且 O - E U 仏 C |J (队 — 五 n )， 所以 


771(0 _ £/) ^ > : 77l(O n _ £/ n ) <C S. 
n=l 

反过来，如果集五满足定理的条件，那么对自然数 n ， 有开集 O n D E ， 且使 

1 oo 

m *( O n - E ) 〈土 .记 O = 0 n ， 就有 O e 5( ilo ), 显然 O D 尽由 m * 的单调 

n 1 1 

71=1 

性得 m *(0 - E ) < m *( O n - E ) <-, 所以 m *(0 - E ) = 0. 由定理 2.4.3 的 （ i )， 
O - EeL . 甶 OgL ，0- EgL , AodE , 立即知 E = 0-(0- E)e I .证毕 

定理 2.4.6 MEcE 1 成为 Lebesgue 可测集的充要条件是对任何 £ > 0, 
有闭集 FcE 使得 m*{E - F )< e . 

证如果 E eL , 就有= (- oo , + OC ) — E e L . 由定理2.4.5,必有开集 
O D 使 m {0- E c ) < e .记 F = O c = (- oo , + oo )-0, 由于开集的余集是闭集, 
所以 F 是闭集，又由 O D 得五 D O c = F . 注意到关系式 0 — E c = E — 0 c , 
就得到 m{E - F )< e . 

反过来如果集五满足定理条件，则对 e > 0,有闭集 F cE ^ m ^ E - F ) < 
e . 因为 F c 是开集， F c D E c , 又 E - F = Ef ] F c = F c — E c , 所以满足定理 
2.4.5 的条件，因此 e I ，从而 EeL . 证毕 

定理 2.4.7 直线上子集五是 Lebesgue 可测的充要条件是对任何 e > 0, 
有开集 O 及闭集 F 使得 O D 五 D F 且 m (0 - F )< e . 

证如果 E G I ,由定理2.4.5、 2.4.6, 对 e > 0,有开集 O 及闭集 F ， 使 
O D E D F ， 且 m (0 - E )< ^ m { E - F ) < 蓋.由 O-F = (0-五）^1(五—厂）即 
得 m (0 — F ) = m (0 — E ) - m{E — F ) < e . 

反过来，如果五满足定理的条件，那么对 e > 0可找到开集 O 及闭集 F 使 
得 O D E D F ， m (0 - F ) <£. 这时 m *(0 - E ) ^ m *(0 - F ) = m {0 - F ) < e , 
故由定理 2.4.5 即知 EeL . 证毕 

定义 2.4.3 直线上的子集五如果可以表示成一列开集的通集，就称五是 
G 5 型集或内 限点集 .如五可以表示成一列闭集的和集，就称五是^型集或外 

限点集. 

由定理 2.4.4, 开集和闭集都是 Lebesgue 可测集，而且都是 Borel 集.因此 
G 6 型和型的集也都是 Lebesgue 可测的，而且都是 Borel 集. 

定理 2.4.8 如果 EeL , 那么必定有 G 型集 O 及^ 型集丑，使得 
OD Ed H , 而且 m (0 — E )= m{E - H ) = 0. 
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证 因为五 G I ,由定理2.4.7,对自然数 n ， 有包含 E 的开集 O n ，使 m ( O n - 
E ) < 同样又有闭集 F n c E , 使 m ( E - F n ) < 这时 ， O = O n 是 

n n L\ 

oo 

型集 ， if = U 凡是^ 型集，显然0 D E D if . 由 m 的单调性， m (0 - E )( 

n=l 

m ( O n - E ) < -, m(E - H ) ( m(E - F n ) < 丄，令 n — oo , 就得到 
n n 

m (0 - E )= m{E - H )=0 证毕 

由于型集及型集都是 Borel 集，由定理 2.4.8 即得下面的 

定理 2.4.9 任何 Lebesgue 可测集五必是某个 Borel 集与 Lebesgue 零集① 
的和集，同时它又是一个 Borel 集与 Lebesgue 零集的 差集. 

定理 2.4.9 就相当于一般测度论中的定理 2.3.4. 

定理 2.4.5 — 2.4.9 (特别是定理 2.4.7) 是常被用来判断直线上的子集 E 是否 
Lebesgue 可测.另夕卜，引理2、定理 2.4.5 一 2.4.9 对 Lebesgue - Stieltjes 测度也成 

立. 


这里我们还要指出一点：确实有不是 Borel 集的 Lebesgue 可测集.如果仅 
仅要求证明这个事实，还是比较容易做到的.例如用势的知识可以证明直线上 
Borel 集全体的势是\而 Lebesgue 可测集的势为/ (因为 Cantor 集是非空完 
全集，它的势是\所以它的一切子集所成的集的势为 2 K 又因为 _ Cant 0r 集的 
Lebesgue 测度为零，所以它的一切子集都是 Lebesgue 可测集，因此 Z 彡 2 K 另一 
方面直线上一切子集全体的势也是 2' 所以 Z = 2 K ) 但 2 K > K ， 所以 Lebesgue 
可测集比 Borel 可测集要多得多！可是要想给出一个具体的集，它是 Lebesgue 可 
测集而非 Borel 集却远比“证明”要困难得多.苏联学者 H . H . JIy 3MH (鲁津)、 II . 
C . AjieKcaH^poB (阿列克塞德洛夫）以及 M . H . CycjrnH (苏斯林）等在深入研 
究 Borel 集类（它与连续性有深刻联系）结构基础上发现了比 Borel 集类广泛得 
多的4集类（它借助于4运算产生的）——也称为 CycjmH 集类，而每个4集 
都是 Lebesgue 可测的 . 4运算的定义开始是很复杂的，后来 JlyBHH 给岀了 4集 
类许多较简便的等价定义，例如4集类与位于维数高的空间中 G 5 集的投影所 
成的集类相同，也与无理数的连续象类相同等.近来 CycjmH 集在算子代数理论 
中也有所讨论 . 

4. Lebesgue 测度的平移、反射不变性 对于任何一个实数 a ， 作 E 1 — E 1 
的映照 r Q : x^x + a . 它是直线上的一个平移.一个集 ECE 1 经过平移 a 后 
所得的集记为 = {x + a \ xeE }. 现在我们讨论在平移变换下，集的测度有 
什么 变化. 显然当 r a E e Ro , 而且 m { E ) = m ( r a E ). 

① Lebesgue 零集是指 Lebesgue 测度等于零的集. 
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定理 2.4.10 对任何 E C 五 \ 成立 m *( E ) = m * (丁 a E ), 而且当 E e L 时 
r a E e L . 

OO 

证因为对任何一列 EieRo^Ec [ jEi , 同时就有 r a Ei e Ro 以及 T a ^ C 

i=l 

所以 


( OO OO ^ 

m * (五 ） =inf j \ jEi \ 

U=1 i=l J 

> mU). 

怛丁 a E 在平移 T _ a 后就是五,所以 m *( r a E ) > m * (五) • 这样就得到 m *( E ) = 
m *( r a E ). 

如果 EeL , 那么对任何 F c E 1 成立 

m *( F ) = m *( Fp \ E ) + wT ( F - E ). (2.4.4) 

由于 T a (FH 五） = r a Ff ] T a E , T a (F - E )= r a F - r a E , 因此从 (2.4.4) 式得到 

m *( r a F ) = m *( r a Ff ] r a E ) + m *( r Q F - r a E ). (2.4.5) 

在 （2.4.5) 式中， T aJ P 是任意集，因此 G I . 证毕 

定理 2.4.10 说明， 集 E C E 1 经平移后，它的 Lebesgue 外测度不变.而 
Lebesgue 可测集经平移后仍为 Lebesgue 可测集（当然它的 Lebesgue 测度也不 
变).这个性质称为 Lebesgue 测度的平移不变性.平移不变性是建立调和分析的 
基础. 

用类似的方法可以证明 Lebesgue 测度还具有反射不变性，就是说，如果记 
r M B 1 E 1 的如下映照， r : x ^ - x , tE = {- x\x G E ). 那么，对任何 
EC E \ m ^{ E ) = 而且当 E G L 3寸,丁 E 6 L . 我们把它的证明留给读者 

去做. 

5. Lebesgue 不可测集 是否直线上每个集都是 Lebesgue 可测集？回答 
是否定的.下面我们要作一个不是 Lebesgue 可测的集.我们要注意造这样的集 
不是很容易的，因为我们通常造集往往都是从区间出发经过一系列和，通，差等 
运算得出的，而这样的集都是 Borel *, 当然总是 Lebesgue 可测的，因此要造不 
可测集必须从别的方面入手，下面我们是利用 Lebesgue 测度的平移不变性来造. 

我们的想法是这样的：在直线上造一个集 Z , 要求对于 Z ， 可取这样的一列 
数 n , r 2 , r 3 , ，使得 Z 经平移 7> n 后得到的集 Z n = r rn Z 有下面的性 
质： 
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oo oo 

( i ) U 包含一个区间（例如 [ jZ n D [0,1]). 

n=l n=l 

( ii ) { z n } 是一列互不相交的集,而且〜是有界集(例如 z n C [- 1 ， 2 ]). 

如果 Z 具有这样两条性质，那么 Z 定不是 Lebesgue 可^彳集.因为如果 
Z 是 Lebesgue 可测的，那么 Z n 也是 Lebesgue 可测的，而且 m ( Z n ) = m ( Z ). 由 
于 Z n 是两两不交的，所以 

/ OO \ OO 

m I Z n I = m ( Zi ) + m ( Z 2 ) + …= m 7)， (2.4.6) 

\n=l / n=l 


又因为 Q A 是有界集，并且它包含一个长度不为零的区间，因此，由 m 的单调 

71=1 

性可知，存在正数 a 、 /?，使得 ^ (3. 从这个式子及 （2.4.6) 式就 

发现 m ( Z ) 既必须等于零又必须大于零 n _ k 个矛盾就说明 Z 必定不是 Lebesgue 
可测集. 


现在我们具体地造这样的集 Z : 对于[0, 1] 中的两个数$与 r ?， 如果$ - r ? 是 
有理数，就称$与 r ? 是“相亲”的,否则就称 $ 与 rj 是 “互斥”的.显然，当《与 W 
相亲时 r ? 与《相亲，与同一数相亲的两个数也是相亲的.对任何 《 G [0,1]，把 [0,1] 
中与《相亲的数全体记为 m , 称它是一个“相亲集”由上所述，对于任何两 
个相亲集五⑹和 B ( V ), 当（与 ry 相亲时， E (0 = 五⑹，否则， E { Of ] E ( V ) = 0 •所 
以不同的相亲集是不相交的.这样一来，就把[0，1]区间分解成一族两两不交的相 
亲集的和集，我们在每个相亲集中取一个代表数组成一个集(当五 (0 = B ( V ) 
时，尽管纟可以不等于 r ?， 但这是同一个相亲集，我们只取这集中的一个代表数 .) 
换句话说，对任何€ e [0,1 ]， n Z 是一个单元素集. 

接着我们把 [-1,1] 中的有理数全体排成一列 ri , r 2 , r 3 , • • • ,并记= r rn Z . 
我们证明这样作岀的 Z n 确实具有前面说的性质 （ i ) 和 （ ii ). 

( i ) 对于任何 《 e [ o ， l ]， E ( onz 是单元素集，不妨设为切}，其中 r ? e 因 
此€ - 7/是有理数，由于 tr ? 都在[0，1]中，所以 (~ v e [-1, 1]，因此《 - ry 是 
n ， 2 , …中的某一个，设 C W =、().可见《 e r rnQ Z = z no . 这样，我们 

oo oo 

就证明了任何 《 e [0，1]必在 U 心中，即[0，1] c U 〜. 

( ii ) z n 这一列集是两两的，因为如果存在个不同的自然数 I 及 n , 使 
局 HZ n ， 那么 ^- r u i - r n 都属于 Z . 但这两个数属于同一个相亲集，且因 

① 记€与 r ； “相亲”为 d ， 那么这是 §1.3 中所提到的一种等价关系,玢0就是等价类 f 

② 严格说来，这里要用到第一章中的 Zermelo 选取公理. 
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\ + 必定 n 笋 r n . 所以《 -n 与《 -r n 是不同的数，但由 Z 的作法，它与每个 
相亲集的通集只有一个元，这就产生了矛盾.这样证明了 {Z n } 这一列集是互不 

oo 

相交的.另外由 Zc[0,l],r n G[-l,l ] 即知 Z n C[-l ， 2 ]， 所以 |J Z n C [-1,2]. 

n=l 

由性质 (i)(ii) 可知 Z 确是 Lebesgue 不可测的集 . 

由此可知丑 ( ％ ) 上的外测度 m* 不具有可列可加性，因为 {Z n } C H{Ro), 
如果 m* 有可列可加性，那么 

/ OO \ OO oo 

m* Z n \ = y^m*(Z n ) = y^m*(Z) 

\n=l J n=l n=l 

和前面所说的情况一样，自然会发生 m*(Z) 既大于零又等于零的矛盾 . 

6. n 维实空间中的 Lebesgue 测度我们考察 n 维实空间 

— { (^1 , X2 ，- • . ， X n )\xi , X2-, . . . ， Tn G 五 } 

中的集 . 对于 2n 个实数々， … ，知 ;^，…, 6 n (-oo < at ^bi < +oo, 2 二 1,2 ,…， 
n ), 作集 


( ai , a 2, ••- ， a n ; 61 , 62 ，-.. 人] 

— {(^1 •) . . . ，$71)|叫 < A < bi^i — 1，2，... ，几} 

这种形式的集全体仍记为严在 P 上定义集函数 m 如下： 

n 

m((ai,a 2 , ••- ,a n ;6i,6 2 , - -- ，石 n ]) = - 叫)， 

i=l 

它表示 n 维的体积. 

由 P 中有限个集的和集全体所成的集类仍记为执.可以像前面一样证 
明说是个环，而且说中的元可以分解成有限个两两 f 交的 P 中集的和集， 

这样的分解称为初等分解.对于五 G 说，如果五= G 段是 E 的初等分解 

i=l 

n 

(岛 G P(i = 1，2，...， n )， 及 ，…，两两不交).就令 m ⑹二 [ m (拉) . 这时， 

m { E ) 的值只与 E 有关，而与五的初等分解的方式无关.这时， m 是环 ilo 上的 
测度.由这个测度 m 可引出外测度 m *， 并有 m *- 可测集的概念.这样的 m *- 可测 
集称为 （ n 维空间中的） Lebesgue 可测集.它的测度仍用 m 表示，仍记 Lebesgue 
可测集全体为1在第三章中我们将进一步讨论这种 Lebesgue 测度. 
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第二章测 度 


习题 2.4 

1. 证明[0，1]上 Cantor 集的 Lebesgue 测度是零. 

2 . 设 p ( x ) 是 （- oo ,+ oo ) 上单调增加右连续函数， P 是关于 p 的 Lebesgue-Stieltjes 
可测集类，沒是 P 上 Lebesgue - Stieltjes 测度.证明 

⑴ 9({ a }) = 9{ o ) - 9 (a - 0); p (( a ,6)) = g(b - 0) - g ( a ); g ([ a , b ]) = g ( b ) - g(a - 
0); g ([ a , b )) = g(b - O )- p ( a - O ); 当开集 O = |J(a„ 6,)({( a „ 〜)} 是 O 的构成区间全体) 

时， 9(0) = — 0) — g ( a u )). 

( ii ) 引理 2. 定理 2.4.5 — 2.4.9 对于 L 9 . g 也成立. 

3. ⑴视 f ( x ) = x 3 为 (- oo , + oo ) (- 00 , + 00 ) 的映照.证明 f { x ) 把直线上 Lebesgue 
可测集（测度是零的集）映射成 Lebesgue 可测集（测度是零的集). 

( ii ) 视 f ( x ) = z 2 为 （- oo ，+ oo ) — (- 00 , + 00 ) 的映照.证明对于 /( x ), ( i ) 中结论也成 

立. 

4 •设 p ( x ) 是（- oo ,+ oo ) 上单调增加右连续函数_证明 g ( x ) 能够产生出 Lebesgue 可 
测集类 I 上的测度 p , 并且存在常数 a ， 对一切£； G L , g ( E ) = am { E ) 成立的充要条件是 
g ( x ) = ax + c , 这里 c 是常数. 

5. 定义 2.4.4 & E 是直线上 Lebesgue 可测集 ，： co G 五.又设 （ a , 6) 是包含： co 的任 
一开区间.如果下列极限存在 


lim m ( y )n 五) ， 

(a,b)—>XQ 0 — CL 


称 d 是五在点： TO 的密度.显然0 < d < 1.如果 d = 1，称抑是 E 的全密点. 


⑴点 a 是否是 E 的有密度的点. 

( ii ) 作一个集 E ， 使它在给定点:具有密度，并且密度等于事先给定的值 c (0< c < l ). 

6. 将习题5的定义中的 Lebesgue 测度换为 Lebesgue - Stieltjes 测度 p , 同样引入（相对 


于 P 的）密度 


d = 


g((a.b)nE) 
㈣ )， g (( a , b )) ’ 


( g (( a , b ))^0) 


和（相对于 p 的）全密点概念. 

试同样讨论习题5中的 （ i )、（ ii ). 

7.设 E 是直线上 Lebesgue 可测集，并且 m ( E ) ^ 0. 证明： 对任何 c (0 < c < 1), 必存 
在 ( a , 6), 使得 

m ( Ef ]( a , b )) ^ 

~ b^~a ~ 〉 


此外，证明上述结论对 Lebesgue - Stieltjes 测度也有类似结果（将 m { Ef \{ a , b )) 换成 
分(£；门沁，&))，&-« 换成 g {{ a , b ))). 

8. 设 Pi ( a ;) 、 P 2( x ) 是（一 oo ，+ oo ) 处处可微的函数，并且0 < < ^ P 2( x ) 处处 

成立.证明 P 2 测度的零集必是仍测度的零集. X X 

9. 举例说明引理2中的开集 O 不能换为闭集. 
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10. 试作一个 Borel 集五，使得对任何开区间 ( a , b ) ^ m(E f ]( a , 6)) > 0, m ( E c f |( a , b )) 

> 0 . 

11 . 令 O 是直线上开集全体， F 是直线上有界闭集全体.作上的集函数 M 如下: 
当 {( a ^ K )} 是互不相交的开区间时， 

^ (U( a " ， k)) = > - 0 ^). 

当 F G F 时，如果 F C ( a ,6), 那么规定 / i ( F ) = b - a - / i (( a ,6)- F ). 对一切直线上的有 
界集 定义 

= inf {/ x (0 )|E C 0,0 G 0},/ i *( E ) = sup {/ i ( F)|F cE , FeF }. 

当 ^( E ) = 时，称 E 是可测集•令 L ' 是可测集全体 • 证明 L ' 是 [ 中有界集全体， 

iflj 3, / |~fc. L 卜 . jJL = jJL^i = 7TI. 

12. 设 E 是直线上 Lebesgue 可测集，对每个五，作平面上的集云= {( x , y )\ - oo < 
x < oo ， yeE}jR = { E \ E 是直线上 Lebesgue 可测集 } .在丑上作集函数 m 如 下：对 
任何直线上 Lebesgue 可测集五， 

m ( E ) = m ( E ). 

问：而 是否是完全测度？ iT 是怎样的集类？ 

13. 证明 Lebesgue 可测集经反射变换 x \-^ - x 仍是 Lebesgue 可测集，而且 Lebesgue 
测度不变. 

14. 五是 Lebesgue 可测集.如果对一切实数 a , m ( r 0 E fl ^) = 0,那么 m ( E ) = 0. 

15. 设 p 是 Borel 集类 B 上的 Lebesgue - Stieltjes 测度，而且对任何实数 a ， 总有 

g { r a E ^ — p (£/), E E . B . 

证明必存在非负数 c ， 使得对一切 E G B , g { E ) = cm ( E ). 

16. 设 m 是平面上的 Lebesgue 测度 ，如 是平面上的一个映照（旋转)： ( x , y ) i -> ( x ’， y ’), 

x = x cos 6 -\- y sin ^, y = — xsin 6 + ycos 6. 

证明：对平面上任何 Lebesgue 可测集 E , uqE 也是 Lebesgue 可测集，而且 m ( ueE ) = 
m ( E ). 
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§3.1 可测函数及其基本性质 

在第二章中，虽然已经解决了建立新积分方法的首要问题，把 Riemann 积分 
中用到的区间长度概念推广，建立了较一般集上的测度理论.正如第二章的引言 
中所说，“积分”是对函数进行运算，对于定义在集 E 上的一个函数/,先得对它 
作和式 


s = Ei = E(yi-i ^ f ( x ) < ^), 

i=l 

然后才能研究 s 是否在某种意义下有极限值.由此可见，有了测度概念后，要建 
立“积分”，还必须对五上的函数/加以适当的限制，即要求每个拉是可测集， 
这样和式 S 才有意义，就是说要求/具有这样的性质：对任何实数 C ， 木集 

E [ c ( f ( x ) < d ) 

是可测集.我们只能对具有这种性质的函数来建立“积分”.后面我们将称具有 
这种性质的函数为“可测”函数.同时，我们也应要求当/、 g 都“可积”和 a 、 
是常数时， a / + ~ 也可以“积分” （Riemann 积分就具有这样的性质).再如 ，当 
/ n (n = 1， 2 ,3,…） 都可“积分”，并且 {/ n } 在某种意义下收敛 (Riemann 积分中 
常用的是“一致收敛”）于/时,也希望/是可“积分”的等.这样很自然地，必 
须考察“可测”函数的和、可测函数列的极限是否仍为“可测”函数的问题.这就 
是这一节的任务. 
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1. 可测函数 

定义 3.1.1 设 X 是基本空间， H 是 X 上的一个 a -环，并且 

义= U 五， 

EeR 

称 ( X , R ) 是可测空间，相应地，称丑中的每个元素 E 是( X , R ) 上的可测 
集，简称为可测集.特别地，当 X 是实数直线五 1 ，^ = 或 I 时，分别称 
{ E l , L 9 ) ^ 是 Lebesgue-Stieltjes 可测空间 ， Lebesgue 可测空间；当 X 是 

E \ R = S ( Ro ) = B 时，称（五 ' B ) 是 Borel 可测 空间. 

Lebesgue 可测空间上可测集称为 Lebesgue 可测集， Borel 可测空间的可测 
集 （ S 卩 Borel H ) 称为 Borel 可测集. 

注意，定义可测空间、可测集时,严格地说,并不要求在丑上已经具有某个 
测度，即把可测空间、可测集概念本质上当作是集合论范畴的概念，这已是通行 
的看法.另外，在很多场合，把可测空间 （ X ， H ) 中的 H 规定为 a - 代数（在应用 
中已足够了)，本书中采用规定丑是 a - 环. 

下面引入可测函数的概念. 

定义 3.1.2 设（ X ,丑）是可测空间， 五是 X 的一个子集，/是定义在五 
上的有限实 函数. 如果对一切实数 c ， 集< /) 都是 ( X , R ) 上可测集（即 
E(c < f ) e R ), 那么称 f 是 E 上关于 ( X , R ) 的可测的函数， 简称是五 上可测 

函数. 

特另 ( J , 当 （ X ， H ) 是 Lebesgue-Stieltjes 可测空间 ( E ' L 9 ), Lebesgue 可测空间 
{ E \ L ) 或是 Borel 可测空间 （丑 \ B ) 时，分别称 f 是 E 上 (关于 g 的） Lebesgue - 
Stieltjes 可测函数， Lebesgue 可测函数或 Borel 可测函数. 

可测函数的这个定义与本节一开始所说的“可测”函数的概念是等价的. 

定理 3.1.1 设（ X ，丑）是可测空间，/是定义在 ECX 上的有限实函数， 
f 是 E 上可测函数的充要条件是对一切实数 c 和 d ， 集 E(c < / <岣是可测集. 

证设/是可测函数，由于 E ( c ^ f < d ) = E(c < f ) 一 E ( d 彡 f ), 而 
E ( c ^ f ). E { d ^ f ) 都是可测集，所以 E { c ^ f < d ) 是可 测集. 反之，如果已知 
对任何 c , d , E(c ( f < d ) 是可测集，那么由 

OO 

E(c ^ /) =： (J E(c 彡 / < c + n ) 


立即推岀五 (c < /) 是可测集. 
现在举几个例子. 


证毕 
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例1 定义在 [ a ，6] 上的任何一个连续函数/是 [ a ，6] 上 Lebesgue 可测函 

数. 


事实上，对任何实数 c ，由/的连续性，集{咖 e [ a ，6 ]， c < /} 是 [ a ，6] 中的 
闭集（见 §1.4 习题3)，因此它是可测集.所以/是上的可测函数. 

例2 设函数/是定义在（-00, + oo ) 上，它分别在互不相交区间~ > 

上取常数 a # = 1，2，... ， n ) 而在 0 < 叫，\ >外函数值为零.这种函数称为阶 

梯 函数， 它是 Lebesgue 可测函数/ =1 

事实上，这是因为对任何实数 c ,{ x |- oo < x <+ oo , c ^/} 或是全直线，或 
是空集，或是有限个区间的和集.它们都是 Lebesgus 可测的. 

例 3 比例2更一般地，设 { X , R ) 是可测空间，五、屄 (i = 1，2,…， n ) G 

n 

丑，五 d lj 及，且屄 n 马 • = 0，《/ ㈤ 是定义在五上的函数，它在集屄上 
2=1 

取常数 ％， 而在 0 屄之外为零，这种函数是五上的可测函数. 

2=1 

例 4 不可测函数的例：（五是 Lebesgue 可测空间， Z 是 Lebesgue 不 
可测集（见§2.4)，/⑷是 Z 的特征函数 xz ㈤ ，工 G 五 1 .由于 G 五> 

\) = Z ^ 所以五 1 上的函数 Xz ( x ) 不是 Lebesgue 可测的函数. 

例 5也有这样的可测空间 ( X , R \ 定义在 X 上的所有函数都是可测的. 
例如，取 H 为 X 的所有子集全体 . /是定义在 X 上的任何一个有限实函数，对 
任何 C ， 显然 X( C ( f ) G R , 所以 f 是 X 上的可测函数.特别地，当 X 是自然 
数集 iV 时，定义在 iV 上任何函数/必是 ( N ， R ) 上可测函数. 

2. 可测函数的性质 

定理 3.1.2 设 ( X , R ) 是可测空间 ， E C XJ 是定义在五上的有限的实 
函数.下列命题 成立： 

1°当/是五上可测函数时，五本身必是可 测集； 

2。 当/是五上可测函数时，/作为五的任何可测子集五 i 上函数时，它 
是及 上的可测 函数； 

3。 设五 i 门五 2 = 0 ，E = E 1 \ JE 2 , E u E 2 是可测集，那么 f 是 E 上的可测 
函数的充要条件是/为 E j (j = 1,2) 上的可测 函数； 

4。 当 H 是 a - 代数时，集五是可测集的充要条件是定义在 X 上的集五的 
特征函数 X e(x) 为可测函数. 




X(c^ X e(x)) 


=< 


0， 

E, 

X, 


而 0 ， 五, X 都是可测集，所以 XE ⑷是 X 上可测函数.充分性由上面式子即知. 

证毕 

显然，性质3°可以推广到有限个或可列个可测集 及 ，五2,…， K …，并且 
E h Ej 可以相交的情况. 

为今后讨论的方便，再介绍可测函数的另外几个等价定义. 

定理 3.1.3 设 { X , R ) 是可测空间， ECX . 下面三种条件中的任何一个 
都是五上有限的实函数/成为可测函数的充要 条件： 

1°对任何 c ， 集五 (c < /) 是可测集； 

2。 对任何 c , 集五 (/ < c ) 是可 测集； 

3。 对任何 c ， 集五 (/ < c ) 是可测集. 

证要证明以上三种条件1°,2°,3°都是可测函数的充要条件，只要由函数 
的可测性推岀1°,由1°推岀2°，由2°又推岀3°，再证满足条件3°的函数一定 
是可测函数就可以了. 

现在证明可测函数有性质1°:对任何 c ， 由于（见 （1.1.7)) 
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证1° 因为 1 

OQ 

E = |J E(-n ^ /), 

7X— 1 

而根据可测函数的定义，集 E{-n ^ /) 是可测的，所以五是可测集. 

2°对任何实数 C ，由于 

Ei(c ^ /) = E(c ^ /)门五1， 

而五 (c < /) 和五：都是可测集，所以 E ^ c ^ f ) 是可测集，即/作为及上函数 
时， 它是及 上的可测函数. 

3°设/是五上可测函数，由2°,/是 E u E 2 的可测函数.反过来，如果/ 
是及 ，五2上可测函数，对任何实数 C ， 由于 

E(c^f) = E 1 (c^f)[jE2(c^f), 

所以五 (c < /) 是可测集，即/是五上可测函数. 

4°必 要性： 由于 


> ， 
1 ， c C ， 

> >\ >\ 


当当当 
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根据函数的可测性，上式右边的每个是可测集，所以五 (c < /) 
是可测集. 几 

OO 

1。 ^2°设/满足1。，那么 E(-n < /) 是可测集.因为五 = (J E{-n < /), 
所以五是可测集.对任何 c ， 由于 

E ( f ^ c ) = E - E ( c < f ), 

再根据1。，立即知道五 (/ < c ) 是可测集. 

2°今3°设/满足条件2°，那么五(^/彡 c - 是可测集.对任何 c ， 由于 

E ( f < c )=\ jE ( f ^ c-^V 

n=l \ / 

所以五 (/ < C) 是可测集. 

最后再证满足3°的函数必是可测函 数：设 /满足条件3°，由于 

OO 

E = IJ E(f < n ), 

n=l 

所以五是可测集，再利用等式 

E { c ^ f ) = E - E ( f < c ), 

便推岀五 (c < /) 是可测集，所以/是可测函数. 证毕 

下面转入可测函数之间的代数运算和函数列极限的讨论. 

定理 3.1.4 设( X , R ) 是可测空间， ECX . 又设 /， g 都是五上的可测函 
数，那么 

1°对任何实数 a ， a / 是五上的可测函数. 

2。 / + 0是五上的可测函数. 

3° fg 以及/“（假设对每个 x G E , g ( x )^0) 都是五上的可测函数. 

4。 max (/ ，分)， 都是五上的可测函数 • 

证 1。当 a = 0时， a / 三0,显然它是五上可测函数.当 a > 0时，对任 
何 c ， 由于 

E(c ^ af ) =五(兰 < /) ， 

而五(兰< 是可测集，所以五 (c < a /) 是可测集，因此 a / 是可测函数.同样 

可考察^ < 0的情况. 
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2°设 n ， r 2 ，…， r n ，…是有理数全体,对任何 c ， 下面等式成立： 

00 

E ( c<f + g ) = 五(分 > C -〜)). （3.1.1) 

i=i 

事实上，对任何 x 0 eE ( c < f ^ g ), 那么 

f ( xo ) > c - g ( xo ). 

因此，至少有一个有理数使得 

/( 工 0) > n > c - g ( x 0 ), 

所以这个: T 0 G 五 (/ > h ) CiEigyc - n ). 从而 

oo 

E ( c < f ^ g)c \ J ( E ( f > r ,) n ^> c - r ,)). (3.1.2) 

2=1 
OO 

反过来，对任何 : to G > r^Eig > c - r ,)), 必存在某个 i ， 使得 

2=1 

x 0 G E(f > n ) 门 五& > c - r ;)， 即同时成立着 

f (工 o ) > r u g { x 0 ) > c — r u 

从而 /( 工 o ) + 分 ( xo ) > c ， 即 ： co G 五 (c </ + 々)• 也就是说 

OO 

E ( c<f + g)D r ^ mgyc - n )), (3.1.3) 

2=1 

(3.1.2)，(3.1.3) 结合起来就是 (3.1.1). 

当/、 g 可测时， （3.1.1) 右边的每个集都是可测集，所以五 (c < / + y 是可 
测集，即/+ 9是可测函数. 

由1°、2°，显然可知任意有限个可测函数的线性组合也是可测的. 

3°先证明/ 2 是可测的.事实上，对任何非负数 c ， 由于 E{p ^ c ) = E(f ^ 
V ~ c )[ jE ( f ^ - yfc ), 所以 E(f ^ c ) 是可测集.而当 c < 0 时， E ( f 2 > c ) = E , 
这也是可测集.这就是说 / 2 是可测函数.一般情况，由于 

fd = ^{(/ + ^) 2 - (f _ 分) 2 }， 

再根据1°，2°以及刚证明的性质，如也是可测函数. 

关于/“的可测性可以这样 证明： 由于 

当 c > o ， 

E(g > 0 )U 卜< 0) fl ^ (g < I )) ，当 c < 0， 
、五(分>0)，当 c = 0, 
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上式三种情况 ( c >0, c <0 ,c = 0) 右边所出现的集都是可测的，所以 i 是可测 

函数.因此 f/g = f - 1/ g 是可测函数. 9 

4°对任何 c ， 由于 

五 (c < max ( f , g )) = E ( c ^ f )[ JE { c ^ g ), 

所以 max ( f , g ) 是可测函数•由于 min (/, g ) = - max (-/,- c /), 利用1。便得 
到 min (/, g ) 也是可测的. 

系如果/在五上是可测的，|/|也在五上是可测的. 

证由于 

I/I = max (/,-/), 

根据定理 3.1.4 的1。、4。便知道|/|是可测函数. 

3. 可测函数列的极限关于可测函数列有如下结果. 

定理 3.1.5 设 { X , R ) 是可测空间， ECX . 又设 {/ n } 是五上一列可测 
函数，那么当 {/ n } 的上确界函数、下确界函数、上限函数、下限函数分别是有限 
函数时，它们都是五上的可测函数. 

证 先证 {/ n } 的上确界函数 F 是可测的.因为 

F ( x ) = lim max {/ i ( x ),/2(^), ••- Jn ( x )}, 

n—►oo 

由于 F n ( x )= max (/ 1 ( x ),... J n ( x )) 是可测函数，而且 { F n ( x )} 是函数的单调增 
加序列， F ( x ) = lim F n ( x ). 所以对任何 c ， 

71—^00 

OO 

E(F > c)=\J E { F n > c ), 

n=l 

(iAL §1.1 习题 7) 从而 E(F > c ) 是可测集. 

同样， {/n} 的下确界函数 

f = lim min {/ i ,/ 2 , ••- Jn } 

n ― ^oo 

所以 / 是可测函数. 

再证 {/n} 的上限函数 Rm / n 是可测的.记 G n 为序列 / n ，/ n+1 ，…， 
U — … 的上确界函数，根据 7 J 裔所证， G n 为可测的，根据（1.5.22, 1.5.23) 

lim fn = lim Gn . 
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但是 Gi 彡 G 2 彡…彡 G n >…，因此又是可测函数列 { G n } 的下确界 
函数，它是可测的.所以 Hm Zn 是可视 isr 

同样可证 lim / n 是 的. 证毕 

n—voo 

系 设 {/ n } 是五上一列有限的可测函数，如果对一切0： G 五 ， lim / n 存 

n—oo 

在，而且是有限值，那么极限函数 lim / n 是可测的. 

n—^oo 

证 因为 lim f n = Um / n = lim / m 所以它是可测的. 

n^oo n-»oo n -»oo 

定理 3.1.6 设 ( X , R ) 是可测空间， EcX . 又设 f 是 E 上有限的可测函 
数，一定存在一列 { fn }, 每个 / n 是可测集的特征函数的线性组合,使得 {/ n } 在 
E 上处处收敛于 /. 

这个定理说明用可测集的特征函数线性组合可以逼近可测函数. 

证 事实上，对任何自然数 n ， 记 

五⑻ = E 卩< / <出） ， 

J \n n ) 

j = - n 2 , —n 2 + !_,••• ， 0,1, • • • , n 2 - 1, 

作岀函数 

n 2 -l . 

f n= ^2 

-n^ U 3 

显然，它是五上可测集的特征函数的线性组合.任取 X 0 G 五，由于 \f(x 0 )\ < OO, 
所以存在 iV ， 使得 |/( x 0 )| < iv , 这时对自然数 n ^ N , 总有一个整数 j ，- n 2 ( j < 

n 2 - l , 使得丄 < f(x 0 ) < ^,BP 然而根据 / n 作法知道 f n (xo) = 3 ~, 

n n J n 

所以当 n 彡 AT 时， 

|/n(^o) — f( x o)\ < — • 
n 

这就是说 {fn(x 0 )} 收敛于 f(X 0 ). 由于邱是五中任意取的，所以 {/ n } 在五上 
处处收敛于 /. 证毕 

下面是一个有用的系，由读者自己证明它. 

系 设 f 是 E 上有界的可测函数,必存在可测集上特征函数的线性组合的 
函数序列 {fn}, 使得 {/ n } 在五上一致收敛于 /• 

4. 允许取士 oo 值的可测函数 前面讨论的可测函数都是限定函数值是有 
限的.在某些场合（特别是出现极限运算时)，如将可测函数概念推广到可取士 OO 
值的函数是有一定方便的. 
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定义 3.1.3 设（ X ，只）是可测空间， ECXJ 是定义在五上的实函数（允 
许取值土 oo ). 如果对任何实数 c (c 可以是土 oo )， 五 (c ^ /) G 那么称 f 是 E 
上（关于 ( X , R )) 的可测函数，简称是五上的可测函数. 

取 c = —00,从五二 E(-oc ^ /) 知道可测函数/的定义域五必是可测集. 
从定义以及等式 


E(f = + 00 ) - f | E(n ^ /), 

n=l 

E = E(f = - cx >) lj (^ E (- n < f)y 

立即又知道五(/ = + oo ) 、五(/ = — oo ) 都是可测集.从而 Ei = E — ( E(f = 
+ oo ) U 五 (/ = - oo )) 是可测集，并且/是及上的有限实函数.又由于 E ,( f ^ 
c ) 二 ^0^(/ ^ c ), 所以 f 是 Ei 上有限的可测函数.允许取土 oo 值的可 
测函数具有与有限可测函数相仿的代数与极限性质，而证明方法差不多也是一 
样的，有时仅需对取到士 oo 值的那些集作一点单独处理，不难把本节中的定理 
3.1.1 — 3.1.6 的结果加以推广.今将它们概括为如下四个定理（读者自己证明 .） 

定理 3.1 丄设（ X ，丑）是可测空间，五 CX ，/ 是 E 上实函数，那么 
1。当/可测时，五必是可测集； 

2°当/可测时，/作为五的可测子集五函数时也是可 测的； 

3。 当五 i 门五2 = 0，五= E 1 \ JE 2 , E 1 、五 2 e H 时，/在五上是可测的充要 
条件为/同时是及、五2上的可测 函数； 

4° f 是 E 上可测函数的充要条件为下面四个中的任何一个成立（下面 
“实数”指可取无限大的实数)： 

( i ) E{f = oo ) eR , 并且对任何实数 c ， d ， E ( c ^ f < d)e R . 

( ii ) E(f = - 00 ) G R , 并且对任何实数 c ， 五 (c < f ) G R . 

( iii ) 对任何实数 c , E(f ^ c ) eR . 

( iv ) E(f = oc ) eR , 并且对任何实数 c ， 五 (/ < c ) eR . 

定理 3.1.2' 设 ( X , R ) 是可测空间 ， E C X ， 又设/、 g 是五上可测函数， 

那么 

1。对任何实数 a ， 如果 a / 有意义那么 af 是 E 上可测 函数； 

2°如果/ + g 有意义 ® ，那么/ + g 是五上可测 函数； 

3° 如果 fg 、 f / g 是有意义的 ®， 那么它们都是五上可测 函数； 

4。 max (/， 分)、 min ( f , g ) 都是五上可测函数； 

①即 af(x), f(x) + g(x), f(x)g(x), f(x)/g(x) 等在 x 点不发生 0 • oo, oo + (-00), 0 / 0 , 00/00 等 
不定情况. 
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5。|/|是五上可测函数. 

定理 3 .1. 3/ 设 ( X , R ) 是可测空间， ECX . 又设 {/ n } 是 E 上可测函数的 
序列.那么 {/ n } 的上确界函数、下确界函数、上限函数、下限函数等都是五上 
的可测函数. 

定理 3.1.4/ 设 ( X , R ) 是可测空间， ECX . 又设/是五上可测函数 ，一 
定存在一列 {/ n }, 每个 f n 是可测集的特征函数的线性组合，使得认}在五上 
处处收敛于 /. 

衛卖者注意，除这一小节外，本书其余堆方，埤堉“弯 

5. Borel 可测函数前面讨论了一般可测空间 ( X , R ) 上的可测函数.它 
的一个重要的特殊情况就是 Lebesgue 可测空间上的 Lebesgue 可测函数.现在还 
要简要介绍一下比 Lebesgue 可测函数更为特殊，但是却又常常用到的 Borel 可 
测函数概念. 

定义 3.1.4 B 是五 1 上 Borel 集全体，（五 ' B ) 是 Borel 可测空间，设/是 
定义在五上的有限实函数，如果对一切实数 c ， 集五 ( c 彡 /) 都是 Borel 集，那么 
称/是五上 Borel 可测函数，也称做 Baire (贝尔）函数 

对 ( E \ B ) 用定理 3.1.2 的1°，就知道 Borel 可测函数的定义域五必是 Borel 
可测集.例1、例2中函数都是 Borel 可测函数. 

记五上所有 Borel 可测函数全体为 潘⑻ ，称 辱）为 3 0 此1可__窣_或 
根据定理 3.1.4, 3.1.5 及定理 3.1.5 的系便知道 深 ( E ) 是关于代数 
运算及极限运算封闭的函数类.换句话说 ，当 f ， he 溪⑻ 时，那么它们的线性 
组合 af + ph , 最大值函数 max (/,/ i ), 绝对值函数 |/| 等都是 深 ( E ) 中的函数•当 
{/ n } 是 ^( E ) 中的一列函数，那么 nrn / n , lim / n , lim/ n (如果存在且是有限函数) 
都是 深 { E ) 中的函数. 

Borel 可测函数类 深 ( E ) 还可以用另一种方式引人例如当五= [ a , b}(E 
为一般 Borel 集情况也一样讨论).五上所有连续函数全体记为 尊 )， 称为第 
零类.任取爲⑻中一列函数 { f n }, 如果 lim / n 存在，而且是有限函数，当 

71―>00 

/ = Jirn ^ f n 不属于溪0(五）时，这种/的全体记为 潔 i ( E )， 称为第一类.然后 
再从 Gr (五) U 溪 1( 五）中任取一列函数 {/ n }， 如果存在且是有限函数, 
f = n lim / n 不属于爲⑹ U 為⑻时，这种 / 的全为紙⑻，如此一直进 
行下得到的函数全体记为 深 ( E ). Baire 就曾经是用这种方式引人的，所以 
深 ( E ) 又称为 Baire 函数类. 

①在一般拓扑空间情况下, Borel 函数类与 Baire 函数类是有区别的，在 n 维欧几里得空间 
中是没有区别的. 
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下面是 Borel 可测函数和 Lebesgue 可测函数的关系. 


定理 3.1.7 设五 是直线上点集，/是定义在五上的有限实函数.如果/ 
在 E 上是 Borel 可测的，那么/必是 E 上 Lebesgue 可测函数. 

证 因/在五上是 Borel 可测的，所以，对任何实数 c ， E(f ^ c ) G B , 

B C L , 因而 f 在 E 上是 Lebesgue 可测的. 证毕 

下面是更为深入的结果. 

定理 3.1.8 设五是直线上的点集， f 是 E 上有限的 Lebesgue 可测函数, 
那么一定存在全直线上的 Borel 可测函数心使得 m ( E{f + h )) = 0. 

证根据定理 3.1.6, 存在五上一列函数 {/ n }, 每个 / n 是 Lebesgue 可测集 
( E 的子集）的特征函数的线性组合，即 / n = J 2^ X { e ^ 使得 {/n} 在五上处 
处收敛于 /. 

又根据定理 2.4.9, 对每个 E 严 ,存在 Borel 集 B \ n \ 使得靖 n) D B \ n \ 而且 
m { E \ n) - B \ n) ) = 0. 

作直线上函数 


hn = y ]^ n ) Xa .\ n = 1，2,3,…， 

2=1 

In 

显然， h n (n = 1，2,3,… ） 都是 Borel 可测的，而且 E { f n ^ h n ) C |J(^ n) - ㈣ n ))， 

i=l 

oo 

因此 m { E { f n ^ h n )) = 0 •记丑 o = |J E ( f n ^ h n ), 显然 m ( Eo ) = 0. 

由于在五上 ， lim / n = /，所以 

n—^CfO 

lim h n ( x ) = /( x ), x e E — Eq , (3.1.4) 

n—^00 

再根据定理 2.4.9, 有 Borel 集 B 0 D E 0 , 适合 m ( B 0 ) = 0 .令氏 = 五 1 - Bo,Bi 
是 Borel 集.从 (3.1.4) 得到 

XB 1 (x)f(x) = lim h n (x)xB 1 (x), x G 五门石1， （3.1.5) 

n—►oo 

当 : c e 五 - 时， （3.1.5) 式两边在这种点上的值都是零，因此（3丄5)式实际上 
是在五上成立. 

对原来只定义在五上的 函数以 a :) = XB 1 (x)f(x) 补充定义它在五 1 -五上的 
值是零，补充定义后所得的全直线上定义的函数记为 h(x). 显然，在全直线上有 

h ( x ) = lim h n (x)xB 1 ( x ), (3.1.6) 

n—oo 
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因为 { hnX Bl } 是直线上的 Borel 可测函数列，由定理 3.1.5 的系，是直线上的 
Borel 可测函数.显然五 (/ — h ) C B 0 , 因而 m ( E(f ^ h )) = 0. 证毕 

定理 3.1.8 可以推广到更一般的测度空间上（见 §3.2 的习题 15). 

习题 3.1 

1. 设 ( X , R ) 是可测空间， E ( ZX ， f 是 E 上可测函数. 证明： 对任何实数 a , E[f = a ) 
是可测集. 

71 

2. 设 （ U ) 是可测空间， Ei ，…， E n 是有限个可测集. 证呢 /在五= ( J 瓦上是可 

测的充要条件是/在每个及 (i = 1，2,… ， n ) 上是可测的.再证上述命题对于是一列 
可测集也是正确的. 

3. 设 ( X , R ) 是可测空间， ECX . 证明 f 是 E 上可测函数的充要条件是对一切有理 
数 r , E ( f > r ) 是可 测集. 

4. 设 ( X , R ) 是可测空间， EdX , f 是 E 上有界可测函数.证明必存在可测集的特征 
函数线性组合形式的函数序列 {/ n } 在五上一致收敛于/，并且 \ fn ( x )\ < SU P |/(x)|(n = 

xeE 

1,2,3,...)- 

5. 设 ( X , R ) 是可测空间， E ( ZX ， f 是 E 上可测函数.证明下列命题成立. 

⑴对直线上任何开集0，/4(0)是可测集. 

( ii ) 对直线上任何闭集 FJ -^ F ) 是可测集. 

( iii ) 对直线上任何型或仏型集是可测集. 

( iv ) 对直线上任何 Borel 集是可测集. 

6. 设 ( X , R ) 是可测空间， EdX ， f 是 E 上可测函数.又设/ I 是直线上 Borel 可测函 
数，证明 h ( f ) 是 E 上可测函数. 

7. 设 ( X , R ) 是可测空间 ，五 C X ，{/ n } 是 E 上一列有限的可测函数，并且 {/ n } 在五 
上处处收敛（允许极限值是士 oo )/. 证明五 (/ = + oo ) 、五 (/ = - oo ) 都是可测集，并且对任 
何实数 c , E { f ^ c ) 也是可测集. 

8. 证明本节的定理3.1.1，，3.1.2，，3丄3，， 3.1.4，. 

9. 设五是直线上的点集， f 是 E 上 Lebesgue 可测函数， / i 是直线上 Lebesgue 可测函 
数.问 h ( f ) 是否必是五上 Lebesgue 可测函数. 

10. 设/是直线上点集 E 上的有限函数，并且关于是可测的.证明，必存在全 
直线上的 Borel 可测函数 / i ， 使得 g ( E(f ^ h )) = 0 (这是定理3丄8在 Lebesgue-Stieltjes 
可测函数情况下的推广). 

11. 设 f ( x ) 是直线上 Lebesgue (或 Borel ) 可测函数， a 是任一常数.证明 f ( ax ) 是直 
线上 Lebesgue (或 Borel ) 可测函数. 

12. 设 f ( x ) 是直线上 Lebesgue (或 Borel ) 可测函数.证明 f ( x 3 ) j ( x 2 ) j(^j 

x = 0时，规定/ = 0) 等都是 Lebesgue (或 Borel ) 可测 函数. 
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13. ⑴当/是 [ a , 6] 上的连续函数、单调函数、阶梯函数时，/必是 [ a ，&] 上 Borel 可测 
函数. 

(ii) 当 /(X) 是 (-oo,+oo) 上处处可微的函数时，证明 ^/(x) 必是 (-oo,+oo) 上的 
Borel 可测函数. 

14. 设 X 是一个集， {/ a|A G A } 是定义在 X 上的一族有限实函数，是由 X 的某些 
子集所成的 a - 环. 

证明是使得一切 A(A G 小都可测的最小 a - 代数的充要条件是 il 是包含一切 
X ( r < fx )( X ^ A ) 的最小 a - 代数，这里 r 遍取有理数 • 

§3.2 可测函数列的收敛性与 Lebesgue 可测函数的结构 


在上一节中，我们考察了可测函数类对代数运算和极限运算的封闭性，在那 
里并未岀现测度.从本节开始，将在可测空间上引入测度，讨论可测函数序列的 
两种与测度有关的重要收敛——几乎处处收敛和依测度收敛.最后还要讨论在 
测度观念下的 Lebesgue 可测函数的结构. 

1. 测度空间和“几乎处处” 

定义 3.2.1 设 ( X , R ) 是可测空间， p 是 R 上的测度，称( X , R ,/ x ) 是测度 
空间.当// 是丑 上的有限测度，或是 H 上的全有限测度、 a - 有限测度、全 a - 有 
限测度时,相应地称是有限测度空间，或是全有限测度空间、 a - 有限测 
度空间、全 a - 有限测度空间. 

例1 ( E ' L ，) 是全 a - 有限测度空间. 

通常称（五是 Lebesgue 测度空间. 

同样， ( E 1 , L g ， g ) 也是全 a -有限测度空间.特别地，当沒 (+ oo ) - g (- oo ) < oo 
时， ( E \ L ^ g ) 还是全有限的测度空间. 

通常称 ( E 1 , L g ， g ) 是（由 g 导岀的） Lebesgue-Stieltjes 测度空间. 

引入测度的目的是在于建立积分,可以设想,具有零测度的集在积分中实质 
上不影响可积性和积分效果，所以在积分的理论中，“几乎处处”是重要的观念. 

几乎处处设 ( X , R ^) 是测度空间 ， E C X,P 是与 E 中的点有关的某个 
命题.如果存在一个测度为零的集税，当 x e E - 税 B 寸，命题 P 都成立,我们称 
命题 P 在 E 上几乎处处成立，或称在 E 上概成立. 

换言之,所谓命题 P 在 E 上几乎处处成立，就是 E 中使得命题 P 不成立 
的点总是包含在某个测度为零的集中.注意,这里五本身并不一定是可测集，五0 
也不必要求包含在 五中， 但当五是可测集时 ，五0就 可不妨取为五的子集 （否 
则用 EHEo 代替 E 0 即可). 

例如“函数/和 h 在 E 上是几乎处处相等”意即五中使得 /( x ) # h ( x ) 
的那些 x 全体是包含在某个测度为零的集五0中，而对于 x e B - B 0 , 总有 
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f { x ) = h ( x ). 我们用 f = hM f = h ， a . e . 表示“函数/和 h 在 E 上几乎处处 

相等”这里“•”表示“%乎处处”，而等号下的“ 〆 ’表示这里的“几乎处 处”是 
对测度//而言的.因为在一般情况下，在一个可测空间 ( X , R ) 上可以同时引入 
许多测度，一个 H 中的集五0可以是某个测度的零集，但可能不是另外一个测度 
的零集.因而在用“几乎处处”这个术语时，必需要注明是对哪个测度说的.所 
以，在多个测度情况时，必须标岀.当然，在仅岀现一个测度的场合， V ’自 
然可以省去. 


又如，“在五上/几乎处处大于 V 就是 /( x )< h (: r ) 的所有 x 全体是包含 
在某个测度为零的集五 0 中，记为/ > M 或/ > h ， a . e .). 再如， “{/ n } 在 E 上几 

乎处处收敛于/”就是 lim f n ( x ) 不^在的点、 i 虽存在但 lim / n ( x ) # /( x ) 的 

n-^oc n—^oc 


点 X 的全体是包含在某个测度为零的集五 0 中，记为 lim f n = f lim f n = 

n—^oo fi n—>oo /x 


/， a . e .)， 或简记为 / n 々/ ( 或 fn ^ La . e .). 


定理 3.2.1 设 ( X , R ^) 是测度空间， {/ n } 是五上一列可测函数.如果 
{fn} 在 E 上几乎处处收敛，那么必存在 E 上可测函数/，使得 {/ n } 在五上几 
乎处处收敛于 /. 


证因为 {/ n } 在五上几乎处处收敛，所以存在 k 零集 E 0 (不妨设说 C E ) 
使得 {f n } 在 E-E 0 上处处收敛 .因为是 E 的可测子集，所以根据定理 
3.1.5 的系， {/ n } 在 E - E 0 上必收敛于 (在 E — E 0 上的）可测函数八.今作五 


上函数 


/㈤= 


j fl( x )， x 6 E _ Eo , 
[0, x G E 0 , 


再根据定理 3.1.2 的3°，/是 E 上可测函数.显然 


lim f n ( x ) = f { x),x e E - E 0 , 

n—>oo 

即除去 / X - 零集 E 0 外， {/ n } 收敛于 E 上可测函数 /• 证毕 


定理 3.2.2 设 ( X , R ^) 是测度空间， {/ n } 是五上的可测函数序列.如果 
{/ n } 在五上几乎处处收敛于^，那么必存在五上可测函数/，使得/ ; h ( 自 
然 lim / n 士 /)• 

n—^CfO 

证 因为 lim / n 丄~所以存在 //- 零集及， 不妨设玢 C E ， 使得 

n—>oo 


lim f n ( x ) = h ( x ), x e E — Ei , 

n—^oo 

由 {/ n } 的几乎处处收敛性，从定理3.2.1，立即知道存在 E 上可测函数/，//-零 
集 E 0 c E , 使得 


lim f n ( x ) = /( x )， x e E - E 0 , 
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因此 E (/ = h ) D ( E - E^CiiE - E 0 ), 从而五 (/ ^ h ) C E ^ Eo . 显然， 
//(^□五0) = 0,所以 / ; 纪 证毕 

例 2 取 X = (0, oo)，H = S ( E ), 而五= {( n ， n + 1 ]， n = 0,1，2,…}， " 是 丑 
上恒取零的集函数（显然，它是一个测度).设 f n (n =1,2,3,..*) 是在每个区间 
( fc，fc + l](fc = 0,1，2,… •） 上取常数值4 71 ).显然,每个 / n 是 X 上的（关于（ X ，丑) 
的）可测函数.因为//( X ) = 0,所以对任意选取的定义在 X 上的函数心总有 

lim f n = h , 

n—>oc fi 

但应注意，很多 h 都不是 X 上（关于（ X ，丑)）的可测函数，例如 h ( X ) = X 就不是 
X 上（关于 ( X , R )) 的可测 函数. 定理 3.2.2 说明总可以找到可鯽昀函数/，使得 
f = h . 在此例中，例如我们可取 X 上/ = 0这个函数. 

2. 依测度收敛 现在，我们引进一种用测度描述的函数列的另一重要的收 
敛 概念. 

定义 3.2.2 设 ( X , R , fi ) 是测度空间 ， E C X ,{/ n } 是 E 上的一列可测函 
数.假如有一个有限的函数 /® 它和满足下面的 关系： 对任何 e > 0， 

\ im G fi ( E (\ f - f n \> e )) = 0 , (3.2.1) 

就称 {/ n } (在五上） 依测度 M 收敛于/，或称 {/ n } (在五上关于测度 M ) 度量收 
敛于 /. 记为 


fn ^ /• 

依测度收敛的另一个等价定义是 

定义 3.2.3 设 {X,R^) 是测度空间 ， E C X ， {f n } 是 E 上的一列可测函 
数.假如有一个有限的函数/,它和 {/n} 满足下面的关系：对任何 e > 0以及 
5 > 0,存在（只依赖于 e 和5的）自然数 IV ，使得当 n > iV 时,成立着 

KE(\fn ~f\> e )) < 5, (3.2.2) 


就称 {/n} (在五上）依测度 M 收敛于 /. 

显然，第二个定义不过是将第一个定义中的表达式 

lim fi ( E (\ f n - f \> e )) = 0, 

n—>oc 

改为用 5 - iv 来陈述而已.所以这两种定义方式的等价性是显然的. 
①我们这里并没有假定 f 在 E 上是可测函数，只假定|/ - / n | 是可测函数. 
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这是一种什么样的收敛呢？用文字来叙述，就是说，如果事先给了一个（误 
差 ） 6： > 0,不管这个5有多小，使得 \ f n { x ) - f ( x )\ 大于（误差 ） 5的点 X 虽然可 
能很多，但这种点: T 的全体用测度来衡量，它的测度却是随着 n 无限地增大而 
趋向于零. 

在概率论中，常用//表示概率，这时依测度收敛改称为依概率收敛. 

我们先举两个例子，来说明这种收敛概念和我们所熟悉的处处收敛或几乎 
处处收敛概念是有很大区别的. 


例3 存在依测度收敛而处处不收敛的函数列：在 Lebesgue 测度空间 （ E 1 ， 
L ， m ) 上，取 E = (0,1]，将 （0,1] 等分，定义两个 函数； 


八⑴ =< 

l , x e ^ 0 ,- 
(\ ' 

^ = < 

0 , x e ^ 0 ,- 
(\ " 


、 0 ， XG (^-,1 

5 

、 1 ， 工七， 1 - 


然后，同样地将（0, 1] 四等分、八等分、…… . 一般地，对每个 n , 作 V 个 函数: 


= 




j = l ，2, 


2 n 


我们把 {/ j n) ,j = 1, 2,…， 2"} 先按 n 后按 j 的顺序逐个地排成 一列: 


/ A / i 1 )，#)，，/』 2 )，/! 2 )， …，/产，/ 2 ⑻，…，总)，… 


fj n ) 在这个序列中是第 N = 2 n -2 + j 个函数.我们说，这个序列是依 Lebesgue 
测度 m 收敛于零的.这是因为对任何£ > 0, 


E (\ fj n ) -0\> e ) 

或是空集（当 £ > 1) 或是 ( g，g (当0 < e < 1)，所以 

m ( E (\ f ^-0\> e )) = ^. 

由于当 N = 2 n -2 + j(j = 1,2，... ，2 n ) 趋于 oo 时， n — oo . 由此可见 
lim m ( E (|/ j n) — 0| > e )) = 0,即 & ] ^0. 

n—oo J J m 

但是，函数列 {/ j 70 } 在 （0, 1] 上的任何一点都不收敛！这是因为对任何 
x 0 €(0, l ], 无论 n 多么大，对这个 n ， 必有一个相应的 j ， 使 


xo e 



2 n 
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因而 /j n) (x 0 ) = 1,然而 /^( 吻） = 0 或 f ^\( x 0 ) = 0. 换句话说，对任何 x 0 G 
(0, 1] 在 {/ j n ) ( x 0 )} 中必有两个子序列，一个恒为1，另一个恒为零,所以 {/ j n ) ( x )} 
在（0, 1] 中任何一点: r 上是发散的. 

反过来，是不是一个几乎处处收敛的序列 {/ n }, 一定是依测度收敛呢？下面 
例子说明也不是如此. 


例4 在 Lebesgue 测度空间上，取 E = (0, oo ), 作函数列 


fn ( x ) = 


! 1 ， x G (0， n ]， 

[ 0, x G ( n , oo ), 


n = 1,2,3,… . 


显然， {/rj 在五上处处收敛于 1. 但是，当0 < e < 1时， 


E (\ f n - l \> e ) = ( n , cxd), 然而 m (( n , oo )) = oo, 

所以 {/n} 不依测度收敛于 1. 

从上两例看出两种收敛区别很大，它们的区别正是 在于： 假如固定任一个 
e > 0,那么 / n 处处收敛于/的特点是⑴对 E 中每点 xo , 总有一个指标 n ( xo ), 

OC 

对于从 n ( x 0 ) 以后的一切 n ， \ f n ( xo ) - f { xo )\ < e ， 即 x 0 G f ] E (\ f n - /| 彡 e ); 

( ii ) 对于争 个指标 n 来说，使得 \ f n ( x ) - /( x )| > e 的点: r 全体却可能有较大的 
测度，甚至总是无限大，如例4那样.而依测度收敛的特点是完全相反，它的特 
点是 （ i ) E (\ f n - f \> €) 的测度一定要随 n — ► oo 而趋向零； （ ii ) 而对每个 x 0 来 
说，却未必存在某指标 n ( x 0 ), 使得 

OC 

X。 G 「| E(\fi - /| ^ e), 

i=n(xo) 


甚至可能对每个指标 n ， 集 h E(\fi - f \^ e ) 始终是空集，如例3那样. 

尽管两种收敛区别很大旦还是有密切联系的.下面就是两种收敛的联系. 

定理 3.2.3 ( F . Riesz ) 设( X , R ,/ x ) 是测度空间， EcX . 如果在 E 上可 
测函数列 {/ n } 依测度收敛于/，那么必有子序列 {/〜} 在五上几乎处处收敛 
于 /. 

证对任何自然数 〃，取 6=^5=^；，根据 / n >/， 由 （3.2.2), 必然有自 
然数 n ” 使得当 n > TV 时， /i (五 (|/n - /I 〉士 )) < * •因此 

"(五 I /) < 士 ， p = 1，2,3,… 




§3.2 可测函数列的收敛性与 Lebesgue 可测函数的结构 


• 133 • 


这里 Ejy = E ^|/ n „ - f \> • 不妨在逐个取 7 V 时把〜取得充分大，使得 

Til < n 2 < - ' < n u < n u+ i < … . 本定理证明的关键在于作通集 

OC 

F k = fj ( E - 凡). 

v=k 

由于 E - E u = E ^\ f nu —f \ ^ ^，所以 Ffc = E ^\ f n ^-f \ ^ p ， i /= fc，fc + l ， …). 

显然，在风上，序列{/ n J 收敛于/ (其实还是一致收敛于 /) .作 F ' 

那么 {/ n J 在 F 上处处收敛于 /. fc=1 

现在只要证明 ME - F ) = 0 就行了.由于和通关系式 

OO OC OC 

E - F = f ]( E - F k )= f ][ jE l / =]^ o E l/ 

fc=l k=lu=k 

OC OC - 

以及["⑹ = 根据定理 2.2.1 的 ( x ) 

i/=i i/=i 

E — F = lim E v 

l/—>oo 

是个零集. 证毕 

对于我们前面例3中的函数列，它的子序列 

/以⑺，…，#)，… 

便是在（0, 1] 上处处收敛于零的. 

下面定理说明几乎处处收敛的序列是在什么条件下，必然是依测度收敛的. 

定理 3.2.4 设（ X ，丑，/ X )是测度空间， ECX ， 又设 { f n } 是在 E 上几乎处 
处收敛于可测函数/的可测函数的 序列. 如果 ^( E ) < OO, 那么 {/ n } 在 E 上必 
然依测度收敛于 /. 

证根据几乎处处收敛的假设，存在 fi - 零集 E 0 , 使得 n lim / n (x) = /(X) 在 
Ei = E - E 0 上成立.我们先证明，对任何固定的 e > 0,下 Sk 

OC OC 

^ i = U f | 及 ( l / n -/| G ). (3.2.3) 

k=l n=k 

事实上，对任何 x 0 G 说，必存在 AT ( x 0 ), 使得当 n > iV ( x 0 ) 时， |/ n ( x 0 )- 

OC 

/( x 0 )| ^ e 成立.因此 xo e fl E^lfn - f \ ^ e ), x 0 是任意取的，所以 

n=N(xo) 
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OO OO OO OC 

c U f | E^lfn - /K e ). 而及〕 U fl - /I ^ 是显然的，所以 

fc=l n=k k=l n=k 

(3.2.3) 成立，即 ^ = lim E^IU - f \^£). 

n—>oc 

根据定理 2.2.1 的 （ vii ) 得到 


KE ) = lim /i(^i(|/n (3.2.4) 

n—>oo 

从而 JI ^/ x ( Ei(|/ n — /| > e )) = — ii { Ei {\ f n - /| ^ e )\ = 0. 然而 

^(\fn — f \ > ^) C Ei(\f n — f\ > €) (J (五—五 1)， 所以 


\\ m ^ fi ( E (\ f n - f \> e ) = 0. 


证毕 


前面的例 4 已说明定理 3.2.4 中的 ^( E ) < oo 这个条件是不能去掉的.定理 
3.2.4 告诉我们，在 ^{ E ) < oo 的条件下，依测度收敛的要求弱于几乎处处收敛的 
要求. 


系 设 { X ， R …) 是测度空间 ， E c 上可测函数列 { f n } (在五上）几 

乎处处收敛于有限函数 k 如果 fi ( E ) < oo , 那么必存在 E 上的可测函数/,使 
得 f 士 h , 并且 / n > /. 

证 根据假设，从定理 3.2.2 可知，必存在 E 上可测函数/,使得 f ; h , 并 
且 ^lim / n = /. 再利用定理 3.2.4 立即得本系的结论. 证毕 

n 4°° 定理 3.2.3, 3.2.4 立即可以得到用几乎处处收敛刻画依测度收敛的一个定 
理如下. 

定理 3.2.5 设是测度空间 ， E C X ，认 E ) < oo ,{/ n } 是 E 上的 
可测函数列， f 是 E 上可测函数，那么 {/ n } 在五上依测度收敛于/的充要条 
件是：对 {/ n } 的任一子序列 {/nj 都可以从中再找到一个子序列 { f nk J 在 E 
上几乎处处收敛于 /. 


证 必 要性： 如果 / n 今/，那么它的任何子序列 {/ nj , 显然也有 / n fc 4 /. 
对 {/ n fc } 和/应用定理 3.2.3, 必有子序列 { f nk J 几乎处处收敛于 /. 

充分性：设 {/ n } 的任何子序列 { f n J 都有子序列 { f nk J 几乎处处收敛于 
/，今证 /n # 假若不对，那么存在 e > 0,使得 

— /| > 0)， 

不收敛于零，因此必有子序列 {/ nj , 使得 

lim ^( E (\ fn k ~ f \> e ))>0, (3.2.5) 

AC— >00 
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这样一来， {/nj 中就不能存在几乎处处收敛于/的子序列.因为如果有子序列 
{fn k J 几乎处处收敛于/，那么根据定理 3.2.4, 


Jim /x(E(|/ n ^ -/|> £ ))= 0, 


这和 （3.2.5) 相矛盾. 证毕 

在测度空间上，依测度收敛还有如下一些基本性质. 

定理 3.2.6 设 (X,R^) 是测度空间， E C X ， fi(E) < oo,{f n },{g n } 都是 
E 上可测函数的序列，而且 / n 今 f , g n 泠 g , 那么 

1° /必几乎处处等于一个五上可测 函数； 

2°如果又有 / n > 心那么/ 士& 

3°如果/、沒是 E 上可测的， a ， /?是两个数，那么 a/ n + /3如 + 

4。如果/、 g 是 E 上可测的，那么 f n9n => fg ; 

5°如果如和9几乎处处不等于零，且/ d 都是五上可测的，那么 fn/gn => 
f/g (这里在为零的一个零集上，可规定函数 fn / gnJ /9 为任意的数 值). 

读者可以利用定理 3.2.5 等来证明这些性质.读者应注意，对于性质1°, 2°, 3° 
来说，定理 3.2.6 中的假设 fi ( E ) < oo 是不必要的（对 4 °、5°是不可少的)，这里 
假设 ^( E ) < oo 只是为了证明起来方便. 

类似于数学分析中讨论序列收敛性时，常常用“基本序列”这样一个重要概 
念.对于依测度收敛的讨论，也可引入依测度基本序列的概念. 

定义 3.2.4 设是测度空间 ， E C X ,{ f n }^ E 上的一列可测函 
数,如果对任何 e > 0， 


- /m| > s)) = 0, 

n—>oo 

就称 {/n} 是（在五上关于 M) 依测度基本序列，或度量基本序列 . 

显然，依测度基本序列的另一个等价定义是 

定义 3.2.5 设是测度空间， E C X,{/n} 是五上的一列可测函 
数，如果对任何 e 〉0,5 > 0,存在只依赖于 e 和5的 iV ， 使得当 n，m 彡 iV 时， 

KE(\fn-fm\>e))<6, 

就称 {/ rj 是（在五上关于 M ) 依测度基本序列. 

依测度基本序列与依测度收敛序列的关系如下： 

定理 3.2.7 设 ( X ， R , fi ) 是测度空间， E C X ，{/ n } 是五上一列可测函数， 
它成为（在 E 上）依测度基本序列的充要条 件是： 存在某个五上的可测函数/， 
使得 {/n} (在 E 上）依测度收敛于 /. 
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为证明这个定理，先引入如下引理. 

引理1设是测度空间， ECX , { f n } 是可测集 E 上的依测度基 
本序列，如果有子序列 { fnj 依测度收敛于五上的可测函数/，那么 /n # /. 

证根据假设，对任何 e > 0, (5 〉0,有 iV ， 使当 n ， m 彡 N，njy > N 时， 
« l/n _ / m | > I )) < 丢 ，/ x ( 五 (H — ’ I 〉 I )) < 臺， （3.2.6) 

由于 |/n - /|彡 |/n _ / n 」 + |/ n 〃 _ 几所以当 |/n _ /| > ^时，必然有 
|/n — fn u | > 2 或者 H - / I 〉卩，这就是说 

E(\fn - f \> e ) CE {\ f n -/ nj >|) u ^ (l/n, ~ /I > |), 

将 （3.2.6) 中 m 取为 7 V ， 便知道当 n 〉 iV 时， 

^E(\fn — /| > OK «|/ n _ /rj 〉吾》 

+«|/〜-/|>|)) <5， (3.2.7) 

这就是说 /n > /. 证毕 

定理 3.2.7 的证明 充分性较显然.由于 l/n - / m | 彡 |/n - /| + |/m - /|，完 
全类似 （3.2.7) 的证明有 

- /m| > /X «|/ n -/|>|)) 

+« l/m ~ f \> 2 )) - 

根据 / n # /，当 n ， m — OO 时，上式右边趋于零，所以左边也趋于零，因为 {/ n } 
为依测度基本序列. 

必要 性：设 {/ rj 是依测度基本序列，现在要证明存在一个可测函数/，使得 
/ n ^/. 首先要作出 /. 为此，用类似定理 3.2.3 的方法，先证明依测度基本序列 
必有子序列几乎处处收敛：取 e = 5 = _，由于 {/ n } 是依测度基本序列,所以必 
然存在 7 V ， 使得 n,m > 7 V 时， 

M (五 (1 /n - / m | > 士 )） < 士. （3.2.8) 

不妨设 TV < 1/ = 1，2,3, • • • • 由 (3.2.8) 得到 

小 ( l / d +1 |>*)) <*， (3-2.9) 
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作通集 


Fk =门五 f \fn u+ i — fn u | ^ 


2^ 


E ( \fn u+1 — /n 」 彡彡尧 


2^ 


和定理 3.2.3 中证明完全类似地得到 


fi(E — Fk )( 


2 k - 


(3.2.10) 


从而 {/〜} 在 F = IJ 巧上处处收敛，而且 / i(E - F ) = 0. 

记 {/ U 在的极限函数为/，把函数/延拓到£上（补充在 E-F 
上规定/ = 0) 后仍记为 /. 显然/是五上可测函数/^ ^ /. 对于/，根据 

(3.2.10)，有如下的估计式：对任何 fc ， 在风上 

fc / — 1 oo 1 

\fn k ~ f\ = \f n k ~ f^k r I ^ — f n J I ^ 


ki — ooU'—n ^ 23 

j=k j=k 


2fc-i 


( 3 . 2 . 11 ) 


所以 F k cE ( \f nk - /| 彡 


2 fc—i 


. 因此 




[e (|/n fc _ /| > ^j^KE-F k )< (3.2.12) 


对任何 e > 0,5 > 0, 取自然数 tx 使得 y < min ( e ,5), 那么由 （3.2.12)， 当 


k > u 时, 


^mfn k -f\>e))^fi(E\f nk -f\> 


1 


2 fc - 


<5, 


因此 /n fc # /. 再由引理 1 可知 /n # /. 证毕 

系 设 （ U ， / X )是测度空间 ， E C X ， {/ n } 是五上可测函数序列.如果存 
在 E 上有限函数~使得 / n 4 ~那么必存在 E 上可测函数/，使得 f;h, 并 

且 /n 4 /. 

证对任何 e >0, 由于 

E(\fn~fm\ >e)c[E (|/ n -^|>|)U^(|/m ~ ^| > |)], 

因此 {/ n } 在 E 上是依测度基本的.由定理 3.2.7, 存在 E 上可测函数 /， 使得 
fn 今 f. 再由定理 3.2.6 的2 。， 又得到 f = h. 证毕 
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前面讨论了依测度收敛和几乎处处收敛关系，下面再介绍几 A EropoB (爱 
戈洛夫）关于收敛的可测函数列的一个重要定理，它指出了几乎处处收敛与一致 
收敛之间的联系. 

定理 3.2.8 ( EropoB ) 设（ X ， H ，"） 是测度空间 ， E C X , {/ n } 是 E 上一列 
可测函数, ME ) < 00,如果在 E 上几乎处处收敛于有限函数/，那么，对任 
何5〉0,必定存在 E 中可测 子集丑 5,使得 ME - 及） < 而且在 及上， { fn } 
一致收敛于 /. 

证注意结论中只要求在 E 中挖去一个测度小于 (5 的集后 { fn } 一致收敛. 
又由于定理 3.2.2, 所以今后不妨设 f 是 E 上可测函数（否则修改一个零集 
上/的值，使/可测，而把这个修改的零集放入被挖掉的集中就可以了). 
又根据假设，存在零集五。，使得 

lim f n ( x ) = f ( x ), x e Ei = E - E 0 , 

n—>oo 

将零集 Er\E 0 放入被挖掉的集中，由此可知，我们只要在及上证明定理成 
立即可.记 

E m ,k = Ei (|/m _ /| < 石)， 

作 =「| E m ，k = El (I/m - /| < 盖 ， m = n , n + 1， …). 对于任意取的一列 
趋向无限大的自然数列 { n fc }, 作集 

厂=门 B nfc)fc = Ei (|/m _ /| < 去 ， m > n fc ，/c = 1 ， 2,3 , ...) ， （ 3.2.13) 

那么，对任何 £>0, 只要取 /co > i ， 当 m > n fc 。 时，对一切 x e F , 就有 

e 

\fm(x)-f(x)\ (3.2.14) 

/ c 0 

即 {/n} 在 F 上一致收敛于 /• 

剩下的便是要 证明： 对处处收敛于/的可测函数列 { f n } 和任何 J > 0,必 
可选岀 K }, 使得所作可测集 F 适合 ME -F)< 6. 然后就取 Es = F 便得到 
定理的结论. 

OO OO OO 

将 （3.2.3) 中 e 取为 那么 lim B n ， fc = 匕| 队，& = U fl E ^,k = 五 1 ，再 

K n—>oo v - x 1 1 

n=l n=l m=n 

由定理 2.2.1 的 （ ix ) 得到 


lim = fJj(E). 
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因为 n { E ) < 00 , 所以对任何 6>0, 可以取充分大，使得 

0( E ) - fi ( B nkik ) < (3.2.15) 

而且依次取> n fc _ i , 以子列按 (3.2.13) 作岀集 F ， 由此得到 

/ oo \ oo 00 

"( 五 - 厂） = "(u ( 五 - B n k ,k ) I ^ ^2 m 五 - B nk ， k ) ^ = s. 


证毕 

应该注意，定理中 11( E ) < 00这个条件是不能去掉的.例如例4中的函 
数列 { fn ( x )} 是处处收敛于1的.但是，对任何正数 J 以及任何可测 集及， 
当 ME -及） < (5 时， {/ n } 在段 上不能一致收敛于 1. 事实上，由于假设 
M [0, oo ) - Es ) < 6, 所以及 不能全部包含在 （0， n ] 中，因而必有一点 e 
Esf ]{ n , oo ), f n ( x n ) = 0. 这样， {/ n } 在及上就不能一致收敛于 1. 

3. 完全测度空间上的可测函数列的收敛 从前两小节可以看岀，在讨论可 
测函数序列的收敛时，由它们的几乎处处收敛或依测度收敛（度量收敛）并不能 
推出极限函数/是可测的，往往需要在一个零集的子集上修改函数值后方能 
成为可测函数.其原因就是这两种收敛并不关心一个零集的子集上函数值的 
情况.可是在一般测度空间中，零集的子集可以是不可测的，从函数的可测性 
来看，是不能随便改动一个零集的子集上的函数值的.在完全测度空间上就 
不会发生上述问题了. 

定义 3.2.6 设 ( X ， R , p ) 是测度空间，如果 M 是只上完全测度，那么称 
( X . R ^) 是完 全测度空间. 

定理 3.2.9 设 ( X , R ^) 是完全测度空间. 

1°如果说是零集，那么定义在 Eo 上任何有限函数都是说上的可测 
函数. 

2。设/、是 E 上的两个有限函数，如果存在某个片零集 E 0 , 当 xgE - E q 
时，/⑷= h ( x ). 那么/是 E 上可测的充要条件为 h 是 E 上可测函数. 

证1°对任何实数 c , E 0 (f > c)c E 0 . 利用测度 " 的完全性，从 fJi ( Eo ) = 0 
立即可以推岀 E 0 (f > c ) 也是零集，所以/是可测的. 

2。因为 " 是完全测度，显然 E f | 五 0 也是 fi - 零集， 因此 E (/ # h)(c ( Er \ E 0 )) 
也是零集.由此可知，2°中假设的 fx - 零集 E 0 不妨就认为是 E ( f 参 h ), 即 
E 0 = E(f + h ). 记玢 = E - E 0 . 

如果/是 E 上可测函数，那么 E 是可测集，从而玢也是可测集， 在及上 
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f = h ， 从而是及上可测 函数. 由于 fi ( E 0 ) = 0,由1°，在 E 0 上是可 测的. 
因而是 E =及 U 五0上可测的. 

/和 h 地位是对称的，所以2°成立. 证毕 

利用定理 3.2.9 以及第一、二小节的结果，很容易获得完全测度空间上如下 
结果（读者自己证明). 

定理 3.2 丄设 ( X , H ,/ i ) 是完全测度空间.如果 E 上可测函数序列几乎 
处处收敛于有限函数/，那么/必是 E 上可测函数. 

定理 3.2.2/ 设 { X , R ^) 是完全测度空间， {/ n }、 {、}是五上两个可测函 
数序列. 

⑴如果 f n 今 f (有限函数)，那么必有子序列 {/ U 在五上几乎处处收敛 
于/，从而/必是 E 上可测函数. 

( ii ) 如果 fi ( E ) < 00,并且 / n = / (有限函数)，那么 / n 4 /. 

( iii ) 如果 n ( E ) < oo , 那么 f : 今 f (有限函数）的充要条 件是： 对任何 {/ n } 
的子序列 {/ nj , 必可再从中找出子序列在五上几乎处处收敛于 /. 

(iv) 如果 fi ( E ) < 00 , / n /, h n h ( f 、 h 都是有限函数)，那么 
1°如果又有 /n 4 fc ， 那么必有 fc 士 /; 

2。 af n + /3 h n =^af + f 3 h (这里 a 、/?是常 数)； 

3° fnh n 今 fh ' 

4°当心和几乎处处不等于零时， fn / h n => f / h . 

当然，定理 3.2.7, 3.2.8 在完全测度空间上也成立. 

4. Lebesgue 可测函数的构造 前面（包括 §3.1) 讨论了可测函数的一般 
性质.显然，由于可测空间或测度空间本身的结构不同，随之，有些情况下可测 
函数的结构就简单，而有些情况下就很复杂.对一般分析数学来说， Lebesgue 测 
度空间 ( E \ L , m ) 有着特别重要的地位，它上面的可测函数的结构就很复杂.在 
§3.1 第 5 小节中，•我们曾用 Borel 可测函数来描述它（参见定理 3.1.8). Borel 可 
测函数本身也还是很复杂的，在本小节中，我们要用熟悉的“连续函数”来描述 
Lebesgue 可测函数.为此，先介绍直线上任意集五上连续函数概念. 

设 E 是直线上的点集 ， f 是 E 上的一个函数.设: r 0 e E ， 如果对任何一个 
6 ： > 0, 必有 (5 > 0, 使得当 x e E, 而且 |:r - xq| < 6 时，有 

|/( x ) - f ( x 0 )\ < e , 

就称是/的连 续点. 和数学分析中一样，卻是/的连续点等价于：对 E 中 
任何一个收敛于的点列 { x n }, 成立着 


lim f ( x n ) = /( x 0 ). 
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如果 E 中每个点都是/的连续点，就说 f 是 E 上的连续 函数' 

例 5 区间[0, 1] 上的 Dirichlet 函数， 

卜綱数， 

W \()， x 为无理数， 

它在[0, 1] 上没有一个连续点.但如果用五表示[0, 1] 中无理数全体，而将 D ( x ) 
限 制在五 上时，所得到的函数 D(x)\ e 便是 E 上的常数函数零，因而它是连续 
函数.然而，乃 ㈨ …与 D { x ), 这两个函数的定义域不同，不是同一函数. 

例 6设 R ，…，是直线上 m 个互不相交的闭集，作 F R 上函数 

i=l 

f ( x ) = ai , x e Fi , 

其中叫为常数，那么/是 F 上的连续函数. 

证 任取 ZQ G 化今证:是/的连续点.任取 { x n } G 且: r n — ► x 0 .{ x n } 
中最多只有有限个点落在 F - G 中.否则 xo 将成为闭集 F G = [ J 仄的 

极限点，因而吻 e F - 巧.这与假设 : ro e G 矛盾.既然 { x n } 中除有限个 
点外都属于巧，所以数列 {f(x n )} 中除去有限个值外， f(x n ) = ai = /(吻)，即 
f(x n ) = f(xo). 因而 / 是 F 上的连续 函数. 
n _°° 可同数学分析中一样地证明：郊旱 {/n} f E ± 了列荜 窣_ 攀 ， M 耳 {fn} 
卒石 ±T 窣收筚 f / 吋 , Wa f ±昀牵寧 _豕 * 

下面是 Lebesgue 可测函数_造 定理. 

定理 3.2.10 (鲁津 H . H . Jlyara ) 设 E 是直线上的 Lebesgue 可测集，/ 
是 E 上 Lebesgue 可测函数.那么，对任何 J > 0,必有 E 的闭子集巧，使得 
m{E - F 5 ) < (5,而且/是巧上的连续函数. 

证先设 m ( E ) < oo . 对每个自然数 fc ， 作可测集 

E n 、k = E f < ， n = 0, 士1，±2, •.. 

+oo 

显然 E = E n ， k ， 而且当 n / n ’ 时 ， = 0 . 因此 m ( E )= 

n= — oo 

+ QO / —^fc —1 

[ m ( E n ， k ). 因为 m ( E ) < oo , 所以必有自然数 n fc ， 使得 [+ 


①如果一个函数 / 的定义域是 EuEGEr , 我们说 f 是 E 上的连续函数是指把/限制在 
E 上时，五中每个点都是连续点.如例5中 D ( x ) 就是 E 上的连续函数. 
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+00 


[j m ( E n ， k ) < _•当 | n | 彡时，再作闭集 C E n ^ 使得 


: n fc + l, 


n k 


m ( E n ，k - F n ， k ) < -^ j^i 

n=—n k 

nk (- 

记风 = U F n , k ， 那么 E - 凡 = 


+oo 


n k 


u 叫 u 

=—oo / \n=nfc + l / 


n k 


U (五 n ， fc-F n ， fc) •因此 


~n k 


作 A 上的连续函数九 如下： 当 x e 凡# 时， f k ( x ) = 由例 6 知道九在 A 
上是连续函数.由九的定义，易知当 x e 凡时， 

0彡/⑷- M x ) 彡 I , 


因此，在& = 5风上连续函数列九一致收敛于 /. 由和通关系式 E-Fs = 

k=l 

\ J { E - F k ), 利用 m ( E - F k ) < 就得到 m(E - F 5 ) < 6. 

" =1 对于 m ( E ) = oo 的情况留作习题. 证毕 


然而，直线上任何闭集上的连续函数,必可延拓成全直线上的连续函数. 


引理 2设 F 是直线上的闭集，函数/在 F 上连续，那么必有直线上的连 
续函数~使得当 X e F 时，/ =纪 


证 当 x e 厂时，规定 /i = /•把厂的余集记为 0,0 = ( J (知， M ，{(‘, M } 
是 O 的构成区间集.如果（〜木）是有限区间，那么〜人 e ^ F . 在（〜， M 上规 


定 


h { x ) = /(〜) 




b u — a 


x n/1 v x 
—+ /(Mf 


a , 


如果 ( a ^, b u ) 是无限区间，例如〜 =— oo , 那么 by 6 F , 在 (— oo , b ^) 上规定 
h ( x ) = /( bj ,). 如果是（〜， 00 )类型的余区间，便在它的上面规定/1(工）= /( 〜). 

现在证明是全直线上的连续函数：显然0中的每个点都是/ I 的连续 
点.再证 F 中的点也是 h 的连续点就可以了.事实上，任取邱 e F ， 对任何 


€> 0 , 必有 6 > 0 , 使当 : r 6 (邱 - (5，邱 + 5) f|F 时 


|/⑻一 f { x 0 )\ < 6, 
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如果 ( xo -6, x 0 ) 中不含 F 中的点，那么 X0 必是某构成区间的右端点. 
又因为 h 在 （ X Q - S,X 0 ) 中是线性函数，所以必存在77,使得当 X e (7^ X 0) 时 

\ h { x ) - h ( x 0 )\ < £, 

如果 ㈨ — S , x 0 ) 中含有 F 中的点，例如7/,那么当 : r e [ r /， x 0 ) f | F 时， fe ( x ) = 
f ( x ), h ( x 0 ) = /( x 0 )， 因此 


\h(x) — h(xo)\ < e. 

如果 x G [ rf . xo ) - F, 那么必有 F 的余区间 {a u ,b v ),x G {a v ,b u ) C (77,^0), 由于 
a v ,b v G [77, x 0 ] f| F, 所以由上式有 

-/i(x 0 )| < e, - h(x 0 )\ < e, 

然而的值介于 h(a u ), h{b u ) 之间，因此 \h(x) - h(x 0 )\ < e. 这就证明了 : ro 
是 h 的左连续点.同样，可以证明吻也是/ I 的右连续点，因此吻是的连续 
点. 证毕 


利用这个引理，就得到 JlysHH 定理的另一种 形式； 

定理 3.2.11 ( JIy 3 MH ) 设 E 是直线上的 Lebesgue 可测集， f 是 E 上 
Lebesgue 可测函数.那么对任何 J > 0,必然有直线上的连续函数~使得 


m ( E(f / h )) < S . 

证因为对每个 (5 > 0,存在 E 的闭子集&使得 m(E - F s ) < (5,而且/ 
在巧上是连续的，把/延拓成直线上的连续函数&那么 E ( f ^ h ) cE - F 6 , 
因此 m { E{f / h )) < 6. 证毕 


系 设 E 是直线上 Lebesgue 可测集， f 是 E 上 Lebesgue 可测函数，并且 
存在常数 M > 0, 使得|/| < M 在 E 上成立.那么对任何 5 > 0, 必存在直线上 
连续函数心满足叫彡 M,m(E(f^h))<6. 

证从引理2中的作法立即可知叫< M . 再由定理 3.2.11 便知本系 
成立. 证毕 

读者注意，这一小节中的 JIy 3 HH 定理的证明中用到连续函数、闭集以及闭 
集上连续函数可以延拓成全空间上连续函数，所以 JIY 3 HH 定理是不能在一般测 
度空间中推广的. 


习题 3.2 

1.设 ( X ， R , fl ) 是完全测度空间 ， E C X ,{ fn } m {/ in } 是五上两列可测函数，并且 
fn 今 f 、 hn 4 h ( f 、 h 是 E 上有限函数).证明 
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⑴/ 是五 上可测 函数； 

( ii ) 对任何常数 a 、 A a/ n + /?/ i n => a / + /?/ i ; 

(以下再假设 fi ( E ) < oo ) 

( iii ) fnh n 今 fh ' 

( iv ) 当 / in 、 / l 在 E 上均几乎处处不是零时， fn/hn => f / h . 

举例说明当//(五）= oo 时， （ iii ) 、 （ iv ) 不成立. 

2 . 设 ( X , R , W 是测度空间 ，五 C X ^( E )< oo ,{/ n } 是 E 上可测函数的序列.证明当 
U 泠 f (有限函数）时,对任何 p > 0, 

W l / n | P ^|/| P ； 

( ii ) 对任何五上可测函数/ I ， |/n - / l| P ^\ f ~ h \ P . 

3. 设/是直线上 Lebesgue 可测集 E ( m ( E ) < oo ) 上的 Lebesgue 可测函数.证明必存 
在一列阶梯函数（在有限个有限区间上为非零常数，其余地方为零的函数） {^ n }, 使得下面两 
式同时成立 


^fn ^ f ― ► /， 

771 771 

在 m ( E ) = oo 时 ， t /成立，并举例说明=» /不成立. 

4 •设 ( X , R,W 度空间，五 C X ,{ f n } M E 上一列可测函数， fi ( E ) < oo , 而且 
/n ^ OO . 证明： 对任何 5 > 0, 必存在 E 的可测子集五 5 , 使得 〆 五-五 5 ) < 并且 { fn } 
在£上均匀发散于 oo (即对任何数 M > 0,必存在自然数 iV ， 使得当 n > iV 时，对一切 

X € Es , fn ( x ) > M ). 

5. 证明 JIy 3 HH 定理在 fi ( E ) = oo 情况成立. 

6. 将 JIy 3 HH 定理中的连续函数改为多项式，成立不成立？为什么？将 JlysHH 定理中 
的5换为零,结论对不对？为什么？ 

7. 设五是勒贝格可测集， { fn } 是五上 Lebesgue 可测函数序列，并且 / n = / (有限函 

数).又设 /I 是直线上连续函数.问是否有 h ( f n ) ^ h ( f )7 为什么？ m 

771 

又 1 、口 OG) ? 为什么 ？ 

8. 证明/是上 Lebesgue 可测函数的充要条件是下面几个条件中的任何一个. 

( i ) 存在多项式序列 { Pn ( x )}， 在 [ a , 6] 上 pn ( x ) — f ( x ). 

m 

( ii ) 当 [ a ,6] C (0, 2 兀） B 寸，存在三角多项式序列 { T n ( x )}， 在 [ a ，&] 上 T n ( x ) — > f ( x ). 

9. 设 / 是 （- oo ，+ oo ) 上 Lebesgue 可测函数，而且对一切 ti 、6 € (- oo ,+ oo ), 

f(ti + t 2 ) = /( ti ) + /(亡2, ） 


证明必有常数 C ， 使得 /( t ) = C t . 

10. JIy 3 HH 定理对于 Lebesgue - Stieltjes 测度是否仍 成立. 为什么？ 

11. 习题8中 Lebesgue 测度换成 Lebesgue - Stieltjes 测度后是否仍 成立. 为什么？ 

12. 设 ( X . R ^) 是测度空间 ， E C X ,{ f n }& E 上可测函数序列，并且 /n 4 / (有限 
函数).证明必存在子序列 {/ n ,}, 使得对任何5 > 0, 总存在 E S C E 々( E - E S )<5 , 并且 

在五<5上一致收敛于 /. 
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13. 设 X = [ a ， C (0, 2 ji )， 记 [ a , 上使得 {1, x , x 2 , …， x n , … } 都可测的最小 cr - 环为 
Rp , 使得{1 ， cos x , sin x , ••- , cos nx , sin nx ,... } 都可测的最小 cr - 环为 Rt , 证明 iip = Rt , 
并且它们是 h 上的 ( 7 - 代数. 

14. 证明存在 [ a , 上一列连续函数 {/ n }, 使得形式级数 A + /2 +…+ /n + . •.在不 
打乱顺序，但可将其中插入括号分段求和后所成的函数项级数（关于 m ) 几乎处处收敛于任 
何事先给定的任何 Lebesgue 可测函数. 

15. 将定理3.1.8，⑴推广到 Lebesgue - Stieltjes 测度的情况； （ ii ) 推广到一般测度空 
间， 即：设 成只，//)是 CT - 有限的测度空间，是的完全化的测度空间， 
E C X . 如果/是五上关于的可测函数，那么必存在 { X , R ^) 上的可测集 
D (即 D € R),D D E , 以及 D 上关于可测的函数/ I ，使得/和/ I 在五上按 

几乎处处相等. 

16. 设/是直线上 Lebesgue 可测函数，又设有常数使对一切不全为零的整数 
Z 、71 ， Za + n 6 _ 0，而且 


/(工）= /( 工 + a )， / ⑷ =/(工 + &)， 

771 771 


证明存在常数 C ， 使得 / = C . 
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§3.3 积分及其性质 

在这一节中，主要任务是利用第二章中介绍的测度和§3.1， §3.2 的可测函数 
来建立积分.在数学分析中，一般是先建立有限区间上有界函数的 Riemann 积 
分，然后再讨论无界区间或无界函数的广义黎曼积分.现在，新积分建立的顺序 
也是如此： 1. 在测度有限的集上有界可测函数的 积分; 2. 在测度 a - 有限的集上 
可测函数的积分. 

此外，因为讨论的是积分，所以本节中的“函数”，如无特别申明，总是指有 
限函数. 

1. 在测度有限的集上有界可测函数的积分 我们先按照第二章开始时所说 
的那种做法给出新积分的定义. 

定义 3.3.1 设是测度空间，是一个可测集， fi { E ) < 00, /是 
定义在 E 上的可测函数，又设/是有界的，就是说存在实数 Z 及 u 使得 f ( E)c 
( Z ， U ) •在 [ Z ， U ] 中任取一^分点组 D : Z = Zo < h … U •记 

S ( D ) = max(/ fc - h - i ), E k = E ( l k -i < / < h ), 

k 

并任取 Zn 作和式 


s ( D ) = TMm, 




.146 . 


第三章可测函数与积分 


称它为/在分点组 D 下的一个“和数”.如果存在数 S ， 它满足如下 条件: 对任 
何 e > 0,总有 (5 > 0,使得对任何分点组 D ， 当 (5( D ) < (5 时， 


\ S ( D ) - s \< s , 


(3.3.1) 


那么就说 




这时就称 f 在 E 上关于测度 M 是 可积（分） 的，并称 
积分 记作 

s = f fdfi . 


E 


(3.3.1，) 


是 / 在 E 上关于//的 


特别地，当测度空间（ X ，凡 M ) 是 Lebesgue 测度空间（五\ m ) (或 Lebesgue - 
Stieltjes 测度空间 [E l ,L 9 ,g)),f 关于 m (或 g ) 可积时，称/是 Lebesgue 可积 
(或（关于 ^) Lebesgue - Stieltjes 可积）函数，又称 s 是 f 在 E 上的 Lebesgue 积分 
(或（关于9的) Lebesgue - Stieltjes 积分)， 记作 ( L ) f fdx (或 f fdg). 通常就简 

J E »/ E 

写为 f fdx . 当 £*= 时， Lebesgue 积分又写成 fdx . 如果讨论中还要用 
J E J a 

到 Riemann 积分，我们便把 Riemann 积分写为⑻/ fdx . 对于分点组 _ D ， 我 

们称 ° 


綱=(顺-丄彡/ <匕))， 

k=l 

n 

S(D) = J2h-ME(l k -i^f<l k )), 


k=l 


分别为函数 / 在分点组 D 下的“大和数”与“小和数”. 

先举几个可积函数的例子. 

例 1设是测度空间.五是 A 零集，那么五上任何有界可测函 
数/是可积的，而且积分是零. 

(当 ( X , R 々) 是完全测度空间时，那么 …零集 E 上的任何有界函数都是可 
测的，所以/是可积的，而且积分是零） 

事实上，这时一切 fJi ( E k ) = 0,所以一切“和数 ” S ( D ) = 0,因此/是可积的 

而且 

[fdfji = 0 . 


①在这里函数/的可积性和积分的定义从表面上来看与满足条件 f ( E)c (/, n ) 的数 Z 和 u 
的选取有关，但是不难证明实际上它们 与/及 u 的选取无关. 
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例2 

如下： 


设X = [ 0 , 1 ]， B 是X的一切子集所成的 a- 代数， H 上测度//定义 


"(五 1 ) = 



0 G E u 
oeE u 


Ei G R, 


在测度空间 （X，il， M ) 上，显然，任何定义在 E = X 上的有界函数/都是可积 
的，而且 

[ /d/i = /(0). 

J E 

事实上，设 f(E)c (Z，u) 对卩， u] 上的任何分点组 A 必有唯一的 fc: 


h_i ( /(0) < /fc, 

当 / c 时， 〆 及 ）= 0,因此 S ( D ) = ^ l k ^ 彡^ L ，即 

lim S ( D ) = /( O ). 

5( D )-^0 

例 3 在 Lebesgue 测度空间 [ E l , L , m ) 4 1 , 我们考察 [0，1] 上的 Dirichlet 
函数 D ( x ) (见第二章引言中有关 Riemann 积分的分析）的积分.对于分点组 D ， 
当 Zh 彡0 < 心时， m ( E k ) = 1. 但这时;^^ <心|6|彡 S ( D ). 而对别的应 
都有 m { E k ) = 0. 所以 5( D ) = Cfc , iCfcI ^ S ( D ). 因此 D ⑷是 Lebesgue 可积的而 

且 i 

/ D ( x)dx = 0. 

Jo 

乃 ㈤ 在 Riemann 积分意义下是不可积的，而按 Lebesgue 积分意义是可积 
的.这说明这两种积分的可积函数类是有区别的. 

对于我们这一节所引入的积分，究竟哪些函数是可积的呢？下面的定理回答 
了这个问题.这是新积分理论很基本的结果. 

定理 3.3.1 设 ( X , R , n ) 是测度空间，五 G H ， 且 〆 五）< oo , 那么五上一 
切有界可测函数/ (关于测度 M ) 必是可积的. 

证按照函数可积的定义，便要证明存在一个数 s ， 使得对任何分点组 A 
(3.3.1，） 成立. 

作所有分点组“小和”的上确界2=8叩 2( D )， “大和”的下确界 3( D ). 

第一步，先证 5^5. 事实上,如果 D f ° D ff 是两个分点组，将 iT , 的分点合 
并起来构成一个新分点组 D ， D 可以看成在斤或中又增加了一些分点，例如 
当斤中的相邻分点是相应的 S { D f ) 中的项是 ( f < k )\ 
如果把它们看成万的分点时，它们就不一定再相邻了，假设其中增加了某些分 

li—l = lj — 1 〈 lj < ’ • •〈Ik = li ， 




• 148 . 


第三章可测函数与积分 


那么相应的 S ( D ) 中的项是 

k k 

ip~i 1 ^ / < i P )) ^ h-i ^ / < ip)) 

p=j p=j 

= h - / 〈久 ))， 

所以 S ( D f ) < S ( D ). 

类似地有 S ( D )^ S ( D f \ 即在一个分点组中如果增加了分点，那么“小和”不减, 
“大和”不增.从而,对任何两个分点组 D ，, D ，， 都有 

S ( D f ) < S ( D )^ S ( D )^ S ( D ff ), 


即 


S ( D f ) < S ( D ff y 

因此数集 {5(D)} 中一切数不超过数集 ( S ( D )} 中任何一个数.这就得到 

S _^： S. 

第二步,证明 S = S : 事实上，设 D 为任一分点组，由于 

5(D) 5(D), (3.3.2) 

所以 

n 

5 - 5 < S ( D )~ S ( D ) = - h-i)KEk) < S ( D ) fi ( E ). (3.3.3) 

k=i 

特别地,如果取一列分点组 {D n }, 5(D n } — 0, 那么，由 (3.3.3) 便得到 S = S . 

第三步，取 s = £ = 瓦现在来证明 s 满足 （ 3.3.1): 对任何 e > 0, 取 
5= 对任何分点组 D, 当 5(D) < 5 时，根据（ 3.3.2) 、 （ 3.3.3) 式，并注 

M 厶 ）+ 1 _ _ 

意到 s =芝= 5, 5(D) < 5(D)< S ( D ), 我们就得到 

s-S(D) < 5(D)- S{D) < S[D)p(E) < e ， 

S(D)-s^ 5(D)- S(D) < 5(D)fji(E) < e. 证毕 

下面介绍积分的性质. 

引理1设（ X ，丑， //) 是测度空间， EeR , 并且 fi ( E ) < oo , f 是 E 上有界 
可测函数, Rl ^ f ^ u , 那么 

lfi(E) < f fdfi < ufi(E). (3.3.4) 




证任取正数那么 f(E) C (l-e,u^e), 任取一分点组 I - e = l 0 < h < 
< / n = U + £：,那么 

n 

(l- e)fi(E) < S(D) = YM(Ek) ( (u^e)fi(E), 

k=l 

先令 S ( D ) — 0, 再令 e — 0, 就得到 （3.3.4). 证毕 

定理 3.3.2 设 ( X , R , fi ) 是测度空间 ， E e R ， 并且 fi ( E ) < oo , / 是五上 
有界可测函数.如果五分解成有限个互不相交的可测集 { Ei } 的 和：五 = [) 私, 


±L 

i=l JE i 


(3.3.5) 


这个定理称为积分 的有限可加性 定理. 
证设 D 是任一分点组 1 0 < h < 


证设 D 是任一分点组 l Q < h <…< l n . 记五= E ( l k ^ ( f < 

m 

h ), E ik = Ei ( l k -i < / < h)，i = 1,2, …， m . 显然五 fc = U 及 fc , 而且当《 # 〆 时, 

i=l 

Eikf]Eifk = 0, 因此 


CfcM u ^ ik ) ~ 匕"(及灸） = (fcM 及 a ；)， 


(3.3.6) 


(3.3.6) 式左边是 f 作为 E 上的函数，在分点组 D 下的“和数”，而 (3.3.6) ^ 
边的和 jy 卟 ㈣ 正是把/看做屄上函数时，在分点组乃下的“和数”.令 

fc=l 

5( D ) — 0,便得到 (3.3.5). 证毕 

积分的有限可加性是 Riemann 积分中的有限可加性 

(R) [ fdx = {R ) 「 fdx + (R) f fdx 

J a J a J c 

的发展.以后我们还要证明积分有可列可加性. 

例4设/是 [ a , 上的函数 ， a = Xq < xi <… < 〜= /在 [ x 0 , xi ], 
{ xi - i , Xi](i = 2,3,…， n ) 上取常数值％，那么/在 [ a ,6] 上是 Lebesgue 可积的, 
而且 

pb n pb 

(L) / fdx = ^2, ai{xi — Xi - i ) = (R) / fdx . (3.3.7) 

J a i = i J a 

事实上，由 Lebesgue 积分的定义， / 在[: c 0 ，： ci ] 及上是 Lebesgue 
可积的，而且 

(L) j fdx = ai(xi — Xi - i ) = (R) f fdx 

J Jxi-l 
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在 [ xo ,^] 上的积分也可得类似的等式，再由定理 3.3.2 所述的积分的有限可加 
性就得到 (3.3.7). 

例 5 在 Lebesgue - Stieltjes 测度空间 { E \ L ^ g ) 上，取/仍如例4中函数. 
那么/在 [ a , 上关于^是可积的，而且 

r n 

/ fdg = ^2 a i(d{xi) - g{xi-i)) + ai{g{xQ + 0) - g ( x Q )), (3.3.8) 

i=l 

其中 = [ a , 叫，而/ fdg 又常写成 f fdg . 

J [a,b] J a 

利用引理 1 和定理 3.3.2 就得到积分的 线性. 


定理 3.3.3 设（ X ,丑, //) 是测度空间，五 G 丑，并且/、 g 是五上两个有界 
可测函数, fi ( E ) < oo . 那么， 

( i ) 对任何两个数 a ，/?， 

[(«/ + Pg)dfi = a [ fdfi + /3 [ gdfi. 

J E J E J E 

( ii ) 当 a 彡 0 时 （ a 的非负性假设以后可去掉，见 §3.8) 

/ fdafi = a /d", 

Je Je 

这里 ( afji )( E ) = afi { E)(E e R ). 


证 ( i ) 从积分的定义,容易证明对任何常数 a , 



afdfi = a 



所以定理证明的关键是在于证明当 a = /? = 1时⑴的结论成立.今证明 于下： 
设 f(E) C (l ， u) ， g(E) c (IWh 对任何正数 5, 分别取中分 
点组 D : I = l Q < h < …< l n = u 〜 D f .. V = V Q < 1[ < …< V m = vf ， 使得 
5(D) < S, S(D f ) < 5 .作〜 = ^g< /；). 那么五分解为互不 

相交的有限个可测集的和：五 =U 根据引理1, 



(/ + g)dfi < (k + < {28 + k-i + 


( 2Sfi(eij) + 


/ d " + / gdfi . 


^ij 




利用积分的有限可加性,对上式中 i ， j 求和就得到 



(/ + g)dfi < 2 Sfi ( E ) + 


/ 卿 + 9^ 

J E J E 
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令5 — 0,就得到 

可以类似地证明 


I (/ + ^)d/x< / gdfi, 

E J E J E 


I (f + g ) dfx > /d//+ / gdfi . 
E J E J E 


(3.3.9) 


(3.3.10) 


从 （3.3.9) 、 (3.3.10) 便知在 a = /? = 1 时⑴成立. 

( ii ) 只要注意到 a/x 也是可测空间（X,丑）上测度，并且对一切 E e R , 
( afi )( E ) = afi ( E ). 再从积分的定义,易知⑻ 成立. 证毕 


定理 3.3.4 (积分的单调性） 设 ( X , i 2,//) 是测度空间，五 G R ^{ E ) < oo. 
又设/和 g 是五上的两个有界可测函数,而且/^,那么 


/ fdfi 彡 gdfi. 
E J E 


(3.3.11) 


特别地，当/ ^ g 时, 


/ /d/i= / gdfi. 
'e J e 


证记/ 1 = / -仏那么 h ^ o . 由积分的有限可加性 


I hdfi = I hdfi + / /id", 

E JE{h^0) JE(h<0) 


(3.3.12) 


由于 fi ( E(h < 0)) = 0,根据例1, (3.3.12) 中右边的第二个积分为零,而第一个积 

分不小于零.因此/ hdfji ^ 0. 由积分的线性立即得到 （3.3.11). 证毕 

J E 

系 设/是有界可测函数， fi ( E ) < oo, 那么 




l / ld / x . 


证 由于 -1/1 </^|/|,利用 （3.3.11), 得到 

- [ l/|d/x< [ [ |/|d". 证毕 

J E J E J E 


定理 3.3.5 设 ( X ， R ， fi ) 是测度空间，五 G R ， fi ( E ) < oo . 又设 / 是五上 

有界可测函数,而且/彡 0. 如果/ / d/x = 0,那么/ = 0. 

J E 
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证 任取一正数 a > 0,那么由积分的有限可加性， 

f fdfi = [ /d//+ [ fdfi, (3.3.13) 

Je JE(f<a) JE{f^ot) 

但是由 / > 0 得到 

/ /d" 彡 0, 

JE(f<a) 

又由单调性 

[ fdfi ^ a" ( 五 (/ 彡 a ))， 

Jeu^cc) 

因此 

0 < otfi(E(f ^ a)) < [ fdfji = 0 
Je 

这只可能是 ^ a )) = 0, 因此 E ( f >0)=\ jE ^ 是可列个零集的 

和集，它当然是零集.由此得到/ = o . " =1 证毕 

虽然我们还可以进一步介绍积分的一些重要性质，为了避免与无界函数及 
无限测度情况下积分的性质在叙述上太多重复，所以我们将有界可测函数积分 
就介绍到此. 

我们来讨论读者自然是很关心的问题，就是上述积分的特别情形—— 
Lebesgue 积分，它究竟和 Riemann 积分是什么关系.下面的定理说明 Lebesgue 
积分是比 Riemann 积分更为普遍的一种积分. 

定理 3.3.6 设/是定义在 [ a , 上的函数，如果它是 Riemann 可积函数, 
那么，它必是 Lebesgue 可积的，而且 


(3.3.14) 

(3.3.15) 



(3.3.16) 


证 首先证明/是有 界的： 事实上，因为/ Riemann 可积,所以对 e > 0, 
存在5 > 0,使得 [ a , 上任一分点组 D : a =吻< a <…< = 6•当 

S ( D ) = max ( x/c - n ) < 5时， 


~ x i-i) ~ (^) / fdx < £, (3.3.17) 

i=i Ja 

其中&是在 [ Xi - i , Xi ] 中任意取的.特别取 e = 1,并取一个分点组 A 使 
小于相应于 e = 1的&取定 D 后，记 r / = min(xk - Xk - i ) > 0. 而对每 
个取 ^ ^ 那么，由于 (3.3.17), 得到估计式|/⑹ ㈨ — A - i )| 彡 




1 +( R ) fdx +5^|/(以)|(以 - a - J ， 所以 

l / te)l < 1+ ( R ) J /dx + Y ^\ f ( x k )\( x k - Xk - i ) j T ]. 

但上式右边是与 i 无关的定数,而&是 [ a , 6] 中任何一点，所以/是有界的.或 
者说：有常数 M , |/| < M . 

再证/是 Lebesgue 可积的,并且 （3.3.16) 成立：因为/是 Riemann 可积的, 
取一列分点组 { D n }, D n C D n ^ S ( D n ) — 0•且 a = 4 n) < 4 n) < 4 n) < … < 
用 m ^\ M ^ 表示 / 在中的下确界、上确界.由 Riemann 
积^定义，容易看出 


( R ) / fdx . 


(3.3.18) 


作两个函数列 Wn } d ^ n } 


m { ^\xe (4-i^i n) ]； ^ = | Ml n \xe (4-p4 n) ] 

f(a),x = a. n [ f(a),x = a. 


由于 D n c D n +1 , 当区间缩小时,上确界不增，下确界不减,所以 


#1彡#2彡 • • • 彡彡 • • • 彡/, 


Pi 彡#2彡…彡 Wn 彡…彡/， 


记/ = lim U = lim p n . 显然/、/是有界可测函数，|/| < |/| 彡 从而且 

n—>oo — n — ►oo — _ 




(3.3.19) 


根据积分的单调性和例 4 我们得到 


^ m fe n ) ^ fe n) _ x fe - i ) = ( L ) f ^ndx < ( L ) / f_dx 

^ J a J a 

< ( L ) [ fdx < ( L ) [ i； n dx = ^ M ^ n ) (4 n) - 4- i )： 


利用 (3.3.18) 得到 


(L) / fdx = (L) / Jdx = (R) / fdx. 


(3.3.20) 
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由 (3.3.19), / — / 彡 0, 和 （ L) / ( f - f)dx = 0, 从定理 3.3.5 得到 f/. 再由 
(3.3.19) 得到/_/_/,因为 ( V , L , m ) 是完全测度空间，所以/也是可测函 
数.由定理 3.3 Atmm 



证毕 


2. 在测度(7_有限集上（有限的）可测函数的积分 先说明两个常用的记号. 

设/是五上一个实函数.作函数/+ = max(/, 0) (如图 3.1 ⑴）,/_ = max(-/,0) 
(如图 3.1 (2)), /+、 /- 是由/产生的两个非负函数，分别称为/的正部与负部, 
而/也可用/+、广表示： / = /+-/_. 又设 AT 为任何一个非负实数.我们 
用 if ] N { x ) 来表示函数 max(min(/(x), AT), -N) (如图 3.2), 即 [/] n ( x ) 是由 /⑷ 
和 iV 决定的一个函数，在使 |/( x )| < N 的点: r 上,它的函数值就是 f ( x ); 而在 
f { x ) > iV, 或/⑷< -AT 的点: r 上，它的函数值分别是 iV 或 - AT .[/] iv 是用 iV 
把/截断出来的新函数.特另地，当/彡 0 时 ， [/]at = min (/, AT). 



图 3.1 



图 3.2 
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设五是一个//测度的心有限集,如果 Ei C E 2 C … C E n C …是 E 的一 
列可测子集，而且 ^ En ) < oo , E = \ jE n . 那么称 {£ U 是五的一列测 度有限 

单调覆盖. n=1 

定义 3.3.2 设（ X ,丑， //) 是测度空间，五 G 丑,并且五是心有限的，又设/ 
是 E 上非负的可测函数，{仏}是五的一列测度有限单调覆盖.如果极限 

lim [ [/]ivd/x < oo, (3.3.21) 

N —°° Je n 

我们就称 / 是关于//可积的，这个极限值就规定为/的积分,记为 

[ f 如 • 


我们要说明这样定义的积分是确定的.换句话说，函数/在五上的可积性 
以及积分的值与测度有限单调覆盖列 { E n } 的选取无关 • 

首先我们注意，当/是 E 上的非负可测函数，{仏}是五的一列测度有限 
单调覆盖时，由有界函数积分的单调性和有限可加性,容易看出^ 是 

单调增加数列，因此 lim / [ f] n dfi 存在,但有可能是 oo . 

71—^00 J E 

下面我们证明更一般的&果. 


引理2 设 ( X , R , fi ) 是测度空间，五 e 丑 ，并且五是心有限的.又设/ 
是五上可测函数,并且/ > 0.{ E { n j) }(j = 1,2) 是五的两列测度有限单调覆盖， 
1,2) 是两列趋向 + oo 的单调增加正数列，如果 


lim 


L [f] 


r(D 


dfi < oo, 


那么必然有 


(3.3.22) 


nt / 邱 〆 W ) d " / 故 ) 

证记 s = / ( i ) [/] M a ) d / x , 由于 { / (1) [/] M i 1)d ^} 是单调增加数列， 

所以对一切自然数 n rT & ^ 

今证 （3.3.22). 设4是五的任一测度有限的可测子集， M 是任取的正数.当 
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> M 时,有下式 

[[f]Mdfi= [ [f] M dfi+ [ [/]Md" 

Ja Jaoe ^ Ja - e ^ 

< L” [/] M a)d/i + M^A- E^) (3.3.23) 

由于 { A - E ^} 是单调下降序列，并且 产) ( A - E ^) = A -\ jE ^= A-E = 0, 

又有 fi ( A ) < oo , 所以根据定理 2.2.1 W _ ( vi ) 得到 E ^) = 0. 特别再 
取 4 = £^ 2 ),M = m 1 2 \ 就得到 

对一切 / c 成立.再令 k ^ oo , 就有 

对调 { E { ^\ m 1 2) } m { E ^^ M ^} 的地位,立即得到 (3.3.22). 证毕 

特别取 Mi 1 ) = n，MP = A: 时， （ 3.3.22) 就表示 （ 3.3.21) 引入积分的定义是 
确当的.如果 M ^= n , Mf 仍为一般单调趋向 oo 数列时，引理说明积分也可 
以定义为 

[fdfi= lim [ [f]MA^ (3.3.24) 

Je n —oo J En 

这里 { K } 是五的测度有限单调覆盖， { M n } 是趋向 oo 的单调正数列. 

当/是有界的函数, 〆 五）< oo 时,显然,现在的定义和前面定义是一致的. 
现在举一些非负可积函数的例子. 

例 6考察 （0, oo ) 上的函数 

m = < f 

" X 2 

关于 Lebesgue 测度的积分. 

显然,对任何自然数 AT (如图 3.3), 



f N, 

1 e (o’ 成 


1 

~ r 5 

X2 

M ( 去， 1 


1 

< x 2 5 

x e [i,oo), 


x e (0,1], 
x e (l, oo), 
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对五=(0, oo ), 取五 n = (0, n)(n = 1,2,3,…） 作为 E 的测度有限的单调覆盖似 

作为 E 


乎最为自然.但考虑到积分/ [ f ] N dx 的计算，我们改取仏 

J En 


的测度有限的单调覆盖将更为方便.由于 [ JIat 在 
的,所以 






上是 Riemann 可积 


、N 


I [f]Ndx = ( R ) / —dx + ( R ) 
e n J X2 




dx 


2^2 




x 




所以 （ L ) / /cb = 3. 


例 7 设五 =X = |n|n = 1 ， 2,3, … } |J {▲ m = 2,3,4,… } 是 X 的 

一切子集全体，在 H 上定义测度//如下：对任何自然数 n , 单元素的集 { n } 和 

⑸的测度分别为 ♦}) = ^ (⑵)= ▲ •对于 f 的别的子 

氣利用 M 的可列可加性来定义它的测度的值、易知 ( X , R ^) 是全 a - 有限的测 
度空间.我们考察五上如下的函数/ (如图 3.4): 对任何自然数 n ， m , 


/( n ) = — , n = l ，2,3, 


n 


f 




m, m = 2,3,4, 


当取五 n 


n n 


1 ’ ’ 2 


， X ，1，2,… 


(n = 1, 2,…）作为五的测度有限单调 
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f(x) 


O 


m 2 


2 3 

图 3.4 


覆盖时,计算积分/ 最方便,这时 



[f] N dfi = ^2 /( n )"(w) + (S) ^ 

^—1 nnr\ — O \ / 



N 




i 2 (m + 1 ) 


3 2 

2 - N + l 


所以 J E f^=l 

在数学分析中，有奇点的函数的广义积分和无穷区间上的广义积分是分别 
定义的.对一般测度的积分虽然也可以分成两种情况分别定义和讨论(参见[8])， 
但为了减少过多重复，我们才采取了把两种情况统一起来的形式加以讨论.不过 
上面只是对非负函数给了积分定义.我们还要介绍一般函数（函数值有正、有 
负) 的积分概念. 

定义 3.3.3 设 ( X y R yf i ) 是测度空间，五 G 丑，五是 a - 有限的.又设/是 E 
上可测函数.如果/的正部/+、负部广都是关于 M 可积的，我们就称/关于 

M 是可积的，并规定/广如 - / f - dfi 是 f 在 E 上的积分，记它为/ / d / x . 

J E J E J E 

下面我们介绍积分的一些重要性质,先证明一个引理. 

引理3设 E 是测度空间上的 a - 有限集，如果/是五上的可积 
函数,/ I 是五上可测函数,而且 H < /,那么/ I 也是可积的. 

证 由于叫彡/,所以有紂现在证紂是可 积的； 设 { E n } 
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是测度有限单调覆盖,对任何自然数 n , 显然有 


[/ i +] n d/x < / [/] nd/x < / / d ". 


E n 


E 


所以单调增加数列 
也是可积的. 


IJe [/ l + ] nd / x | 的极限是有限的，因此/1+是可积的.同理 / I - 
心 证毕 


引理3常常被用来证明可测函数的可积性. 


定理 3.3.7 (有限可加性） 设 E 是测度空间（ X ， 丑, M ) 上的心有限的，/是 
E 上可测函数，如果 E = E 1 \jE 2 ,E 1 f]E 2 = 0, 并且及 、五 2 是可测的.那么，/ 
在五上可积的充要条件是/ 在及 、五 2 上可积.当/可积时， 

[fd^i= [ / d / x + / fdfi. (3.3.25) 

J E J E\ J jE/2 


证设 {^} 是五的测度有限单调覆盖，那么 {^ n ^}、 {E 2 f]Fn } 分别 
是及、 E 2 的测度有限单调覆盖.并且凡= ( 丑 1 D 凡) U (丑 2 门凡). 

当/ > 0时,利用有界函数的积分的有限可加性，对任何 iV 有 


L 


[/]; vd/x = 


Ei n fn 


[f] N d^i + 


丑2 n 厂 /v 


[/]ivd". 


(3.3.26) 


因为 / 是可积的，以及 [/W > 0,从 （3.3.26) 立即推出 


^LnJ f]Nd 叫产， 


lim / [/] N d/x < / fdfi. 

V_>0 ° JE 2 fl Fn Je 


因此 / 在五 i 、五 2 上是可积的.在（3.3. 2 6)中令 iV — oo , 便得到 (3.3.25). 反过 
来，如果/在五1、五2上可积,又从 （3.3.26) 推出 


L 


[f]Ndfi < / / d / x + / fdfi, 


E 1 


E 2 


即/在五上可积. 

当/是一般可测函数时，如果/在五上可积,那么广、 r 在五上可积, 
从而/+, r 在五1,五2上可积.（当我们把五上函数/的正部/+、负部广限制 
在及= 1,2) 上时,它们也分别是/作为集及上函数时的正部、负部 .） 所以 
/ = /+-/- 在，五 2 上也可积，而且 








厂 d/i + 
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反过来,假如/在玢与五2上可积,那么/+、 /— 在五1与五2上就可积,从而 
/+、/_在五上可积，并且/在五上也可积. 证毕 

定理 3.3.7 显然可以推广到当集五分解成有限个互不相交的可测集时的情 
况.所以定理 3.3.7 又称为积分的有限可加性.稍后，我们要证明积分具有可列 
可加性. 

为了证明积分具有线性,先证一个引理. 

引理 4 设 f ， g 是集 E 上两个非负实函数,那么，对任何自然数 iV , 


[/ + 9]n ^ [I]n + [9}n ^ [/ + P ] 2 ； v . (3.3.27) 


证先证左端不等 式：设 X 0 € 如果 f ( x 0 ) < N , g ( xo ) < N , 显然, 
[f{xo) + 9(xo)]n < f { xo )+ g ( xo ) = [/( xo)]n + [ p (^ o )] n ； 如果 f ( x 0 ), g ( xo ) 中至少 
有一个不小于 iv, 例如 f ( XQ ) 彡 N , 那么 [ f { x 0 ) + 9(x 0 )]n = N ^ N -h [^(x 0 )]iv ^ 
[/( 工 0)]iV + [g(x 0 )]N- 

再证右端不 等式： 由于 [/]N + [ P]N <f + 9 Af\N + [ g ] N <2 N , 所以 [/w + 
[9 ]n ^ mim (/ + g , 2 N ) = [f + g ] 2 N - 证毕 

定理 3.3.8 (线性） 设五是测度空间（ X , 丑, / X )上 ①有 限的 ， f 与 g 是 E 
上两个可积函数,那么，对任何两个常数 a 、( i，af + (ig 也是可积函数，而且 

[(«/ + (3g)dfi = a [ fdfi + (3 f gdfi. 

J E J E J E 


证设 a > 0, 由于 ( a /) + = af +， 从 f + 可积性，先证明 （《/)+ 也是可积 
的，而且 

[ ( a /) + d/i = a [ / + d / i . 

J E J E 

当 a = 0 时，上述结论显然成立.对于 a 〉0，由于 [ af] n = a [/] g , 根据 
(3.3.24)( 取 M n = ~y 便有 


/ ( a /) + d/x = j [( af)^] n dfi = f [/ + ] gd/x 

J E J Ert J En 


a ( /+ d "， 
J E 


对 ( a /)- 也类似地讨论.因此, a / 可积，且 



当 a < 0时,也可类似讨论. 




所以只要就 a = (3 = l 的情况来证明定理成立便可以了. 

如果/ > 0， p 彡0•设 {£； n } 是五的测度有限单调覆盖，根据 (3.3.27) 以及 
有界函数积分的单调性、有限可加性得到 


I [/ + g ] Ndfi < ([/]n + [ g ] N)dfi < / [/ + g ]2 Ndfi . 

En J En J En 


(3.3.28) 


根据有界可积函数的线性， 


I {[f]N + [g]N)dfi = / [/] N d/x+ / [p]ivd/x. 

En J En J Em 


由于假设 /, p 可积,令 iV — oo , 得到 

lim [ ([/]n + [g]N)dfi = [ /d"+ / gdfx < oo. 


(3.3.29) 


又从 (3.3.28) 的左边一个不等式（令 iV — oo ) 知道/ + p 是可积的，并且 


I + /d/i+ / pd/x, 

£/ *y £/ V 


(3.3.30) 


再在 (3.3.28) 的不等式 / ([/]n + [ P ]; v)dM < / [/ + P ]2； vd/i 中，令 iV — ^ oo , 并 

J En J En 

用 (3.3.29) 便得到 


f /d/x+ (/ + 9 )^ 

E J E J E 


(3.3.30), (3.3.31) 结合起来便得到当/ > 0， p 彡0时， 

[(f + 9)dfi= f /d/x+ [ gdfx. 

J E J E J E 

当 /、 P 是一般可积函数时，由于 

(/ + 分)+ 彡 /+ + P + ， （/ + 彡 / _ + ， 

所以由引理3,/ + P 是可积的.又由于 

(/ + P )+ — （/ + 夕)一 =/ + 分= (/+ + P +) _ (厂 + 分一）， 

从而得到 

(/ + 分)+ + /— + = /+ + P + + (/ + P )_ • 

对这个函数应用（3.3.32)，就得到 

[(/ + p) + d/x+ [ /~d/x+ [ g~dfi 

J E J E J E 

=f / + d/x+ [ g+dfi+ f 

JE J E J E 

移项后就知道 (3.3.32) 对一般可积函数/、 g 也成立 • 


(3.3.31) 


(3.3.32) 
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定理 3.3.9 设 E 是测度空间（ X ,丑, / i ) 上心有限的， f 、 g 是 E 上两个可 
测函数,那么 E 上的积分有如下的 性质： 

1°如果/ = 0,那么/是可积的,并且 


/ fdfi = 0. 

Je 

反之,如果/ 在五 上满足/^0,并且 （3.3.33) 成立,那么/ = 0. 
2°单 调性： 设 f 、 g 是 E 上可积函数，又如果/&，那么 

/ fdfi ^ / gdfi. 

Je Je 

3。绝对可 积性: /在 E 上可积时， |/| 在 E 上可积,并且 



JE 


(3.3.33) 


(3.3.34) 


(3.3.35) 


证1。第一部分是显然的.第二部分的证法和定理 3.3.5 的证法相同. 
2 。当/&时,/ - 00•设是五的一个测度有限单调覆盖,那么 



[/ — ^] n d/i ^ 0. 因此 



(/ — ^) d/x ^ 0. 再由定理 3.3.8, 




立即得到 (3.3.34). 

3°当/可积时,广、/_可积，所以|/| = /++/_也可积•由于 - I/I 
根据 （3.3.34) 得到 

-[ |/| d / x < [ / d / i ^ [ |/| d "， 

J e Je Je 

即 （3.3.35) 成立. 证毕 

定理 3.3.9 中3。的绝对可积性（即可积函数/的绝对值函数|/| 一定也可 
积)，在广义 Riemann 积分中是没有的,举例如下. 

例8考察 [0,1] 上的函数 


I - sin -, 0 < x ^ 1, 

/( x ) = < x x 

I 0 ， x = 0, 

读者熟知，它是广义 Riemann 可积函数,但是|/|不是广义 Riemann 可 积的. 

我们注意,这个函数/在 [0, 1] 上的 Lebesgue 积分是不存在的！因为如果它 
Lebesgue 可积，由定理 3.3.9 的性质3。，|/|应该是 Lebesgue 可积的，而丄 sin - 

X X 
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在 


n ^ 1 


上 Riemann 可积，所以 



\ f\dx ^ ( L ) |/|d 


x 




dx 00 ( 当 n — ^ oo 时). 


这说明 |/| 不是 Lebesgue 可积，因而 / 也不是 Lebesgue 可积的 • 

下面定理 3.3.10 所说的积分性质称为积分的全 连续性 （或称做绝对连续 性): 


定理 3.3.10 (全连续性） 设 E 是测度空间（ X , 只, //) 上&有限的， f 是 E 
上可积函数.那么对任何 e > 0,必存在 J > 0,当 e 是 E 的任何一个可测子集， 
而且/ x ( e ) < 6时，就成立着 

J fdfi <£ (3.3.36) 

证设是五的测度有限单调覆盖，由定理 3.3.9 的3°, |/|是可 积的. 
这时必有自然数爪,使得 

[ 1/1如-/ [ l / l ]〜 d "< •• 

JE JE Nq 乙 


由于 f [|/|]N 0 d/x< [ [|/|] iv Q d / i ， 因此 
J Enq J e 

[ (l/|-[l/IU)d/x<|. 

J E 

取 6 = 2 (No + iy 由 （ 3 . 3 . 35 ) 得到 



< / l /| d / i = /(|/|-[|/ IU ) d / i + / [|/|]iVod/x 


< / ( I/I 


[I/I] 秦 ‘ 


证毕 


下面证明积分的可列可加性. 

定理 3.3.11 (可列可加性） 设五是测度空间（X, 丑, /i) 上&有限的，/是 

OO 

E 上可测函数，如果 E = (J 屄，而且恥 G R.EiClEj 那么，/在五 

上可积的充要条件是 1=1 

⑴/在及上 可积； 
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(ii) 2^ J e |/|d" < oo. 

当厂奇积 k 


/d/i 


E 



/d". 


证必要性：设/是可积的，由于 

\ 




根据积分的有限可加性，/在及上可积（所以 （i) 是必要的)，且 


fdfi 


E 



fd U 如， 


将 （3.3.38) 中/换成|/| (它是可积的)，立即得到 


l/|d/x > 


E 



l/|d"， 


令 m — oo, 便得到定理的条件 （ii) 也是必要的. 

充分性：设是五的测度有限单调覆盖,那么易知 

卜 n &，)} 

也是五的测度有限单调覆盖，由有界可测函数在测度有限集 


上的积分有限可加性（定理 3.3.2) 得到 

[\f\)ndfl = Y^ f [\f\]ndfl < 




Ei 







(3.3.37) 


(3.3.38) 


(3.3.39) 


(3.3.40) 


右边不依赖于 n , 所以令 n —^ oo , 便知 |/| 在 E 上可积,从而 f 在 E 上可积 • 
最后,再证 (3.3.37) 成立•当/可积时，将 (3.3.39) 中 m — oo, 再将 (3.3.40) 
中 n — ^ oo, 便得到 

f l/ld/x = yj l/ld/x, (3.3.41) 


E 
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即对 1/1， (3.3.37) 成立. 

由（3.3.38)、 (3.3.41) 和积分的有限可加性得到 







< m l/ld" 

JE- U Ei 



l/|d "， 


Ei 


\ f\dfi < oo , 在上式中令 m — oo , 便得到 




/ d ". 


证毕 

3. Lebesgue-Stieltjes ( 勒贝格 - 斯蒂尔切斯）积分 前面建立的是一般 

测度空间 ( X , R ^) 上积分概念.由于一般分析数学、数学物理和概率论等常用 
的积分除 Lebesgue 积分夕卜，便是 n 维欧几里得空间上关于 Lebesgue - Stieltjes 测 
度的积分，特别是直线上关于 Lebesgue - Stieltjes 测度的积分，由于对 Lebesgue - 
Stieltjes 测度本书中很少系统叙述,在此对其产生过程和一般测度论中没有的性 
质作一概述，以便查考. 

设 g 是直线上单调增加右连续函数（又称为五 1 上 分布） 根据 §2.2, 由 p 可 
产生 ( E \ Ro ) 上一个测度夕，满足 9 (( a , b )) = g ( b ) - g { a ). 继而在 H { Ro ) (就是 
直线上一切子集全体）上引出外测度 〆 ，再把 H ( Rq ) 中满足 Caratheodory 条件 


g *( F ) = 9 ^( Ff ] E ) + g*(F - E)，Fe 丑(风） 

的集 E 称为可测集 （ B 卩（关于0的） Lebesgue - Stieltjes 可测集)，广可测集 
全体记为 L ' g * 是 L 9 上完全测度，仍记 g * 为 g ， 称 (五是 Lebesgue - 
Stieltjes 测度空间.除有作为一般测度的性质外，主要有下面性质（可对比 §2.4 
中 Lebesgue 测度的性质)： 

⑴ P 是五 1 上的 a -代数, P ：) B (= S { Ro ))^ 

( ii ) ( E \ L ^ g ) 是全 ct - 有限的完全测度空间. 

( iii ) 对每个五 G 1^，必有 AeB ^ BeB , 使得 


AdEdB , 并且 g ( A - E ) = 0 = g ( E - B ). 

( iv ) E e H ( Ro ), 那么 EeL9 的充要条件是下面三个中的一个成立: 
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1。 对任何£〉0,存在开集0 3五，使得 p *(0 — 五）<已 

2。 对任何 s >0, 存在闭集 FCE , 使得 g*(E - F ) < e . 

3。 对任何 e > 0,存在开集 O 、 闭集 F , m%OD Ed F , 并且 g {0- F )< e . 
如果五 G /是£上（关于的可测函数，按本节第一、二小节方式建立 

关于 g 测度的积分， 记为 j fdg , 称为 f 在 E 上 (关于9的） Lebesgue-Stieltjes 

积分.如果 E 是区间的情#,通常又记为 

/ fdg = [ fdg , [ fdg = ffdg ( a + 又常写成 a + 或 a + 0) 

J [a,6] J a J (a,fc] J a+ 

/ fdg = f fdg ( ft - 又常写成 6- 或 6-0) 

J (a,b) J a+ 

由于 Lebesgue - Stieltjes 测度是一般测度的特殊情况，所以一般测度空间上 
积分性质它都具有，这里不拟复述. 

如果 仍、 P 2 是五 1 上两个不同的单调增加右连续函数，那么和是 
不一定相同的，而且（五和 ( E \ L ^, g 2 ) 上的可测函数类和可积函数类 
不一定相同，下面我们再举一些例子来说明这个问题.这些例子本身也具有典型 
意义. 


例9 作 Heaviside (赫维赛德）函数: 


(9(x) = 



x < 0, 
x ^ 0. 


显然，这时直线上一切子集五都是完全测度空间 { E \ L e ,6) 的可测集.因而定 
义在五 1 上任何一个有限实函数/都是（於,以,0)上可测函数，并且是可积函 
数.其积分为 

[f,e = h ^ 

Je \/(0), 当 oe 五 . 

例10记 E ( x ) 是不超过: r 的最大整数.五⑷是 E 1 上单调增加的右连续 
函数（如图 3.5). 显然，这时直线上一切子集 M 都是完全测度空间 ( E ' L ' E ) 
的可测子集， E ( M ) 等于 M 中所含整数的个数，因而定义在五 1 上的任何一个有 
限实函数/都是 ( E ^ L ' E ) 上的可测函数, f 在 E 1 上可积的充要条件是 


兔 |/( n )| < 00 . 

n= —oo 


当这个条件满足时, 


•+oo 


fdE 


+oo 

Z / ⑻. 

n=—oo 
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图 3.5 

事实上,取五 n = (- n , n],n = 1，2,3,…， 


E n 


/ 士 dE = E / / 士 dE = E / 士 (i + 1 )， 


(M+l] 


根据 / 在 E 1 上可积的充要条件是 /± 同时在 E 1 上可积,立即得到/在五 1 上 
可积的充要条件是两个正项级数 f 产⑷收敛,也即 f 1 /⑷I < 0 O . 当这个级 
数收敛时， ~°° 




f + dE - 



f~dE 


+oo 


lim 


E n 


[ f^ndE - Jiirn ^ [ f~] n dE = 


上面最后等式的成立是因为 2 i/wi < ^所以对每个当 n > i / Kii 时 
[/ uh /，） 的缘故. 

由此可知，当/三 C (常数)， c 〆 0时，/在五 1 上（关 于丑） 是不可 积的. 

例11设 P 是五 1 上一个单调增加右连续函数，取 [ a ,6] 的特征函数 
X [ a ， fc ] ⑻，由于 [ M ] G 所以 X [ a , fc ] 是（关于夕的）可测函数，显然它关于 
Lebesgue - Stieltjes 测度 g 是可积的，且 



X[a,b] d 9 = 9 (W^]) = g { b )- g ( a -0). 


例12设 p 是 E 1 上连续可导函数，而且存在常数％使得 g f ( x ) ^ a >0. 
这时 P 是单调增加连续函数，在 ( E \ L ^ g ) 上存在不可测的函数. 

事实上，如果说是 [0,1] 上一个 Lebesgue 不可测集，我们证明它也是（五\ 
L ' g ) 上不可测集.为此，先证明如果 g ( E ) = 0,必有 m ( E ) = 0. 这是因为对任 
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何 e 〉0, 一定存在开集 O e ， O e D E ， 而 g (0 £ - E ) < ea . 由于 g { E ) = 0,所以 
贞 O e ) < ea . 设{(知，心)}是 O e 的构成区间，由此得到 

9(Oe) = a^)) < sol. 

V 

♦ 

根据假设 g \ x ) > a 〉0,用中值定理就得到 

ae 〉 ^( g ( b u ) - g { a v )) ^ a ^(6^ - a u ), 

V V 

即 m (0 £ ) < e . 因此 m ( E ) ^ m (0 £ ) < e ， 令 e - > 0得到 m ( E ) = 0,现在利用这个 
事实来证明 E 。 不是 (( E \ L ^ g ) 上可测集.假若不对，税是关于 g 可测，必存在 
Borel 集 B 。， B。D E 0 , g ( B 0 - E 0 ) = 0. 因此 m ( B 。- 五。 ） = 0.但 B 。 是 Lebesgue 
可测集，所以 E 0 = B 0 - { B 0 - E 0 ) 也是 Lebesgue 可 测集. 这和假设祝不是 
Lebesgue 可测集矛盾.所以不可能是 ( E \ L ' g ) 上可测集. 证毕 

这些例子说明，由于 g 的不同，一个函数在 ( E \ L ^ g ) 上的可测性和可积性 
与^有极为密切的关系.但我们有如下结果. 

定理 3.3.12 Borel 集上的 Baire 函数对任何 Lebesgue - Stieltjes 测度空间 
是可测的函数.而有界 Borel 集上有界 Baire 函数的一切 Lebesgue - Stieltjes 积分 
都存在 • 

证设 ( E \ L ^ g ) 是由单调增加右连续函数9产生的完全测度空间，设 E 
是 Borel 集，/是 E 上的 Baire 函数，那么 E(f ^ c ) e B C 所以/是五上 
( E \ L 9) 可测的函数. 又设 E 是有界的 ， E C [ a ，6]， 那么 g ( E ) ( g ([ a , b }), 按例 
11，所以 g {[ a , b ]) = g ( b ) - g(a - 0) < oo . 这样，/便是（关于 9) 测度有限的可 
测集五上的有界可测函数.根据定理3.3.1，/关于分的 Lebesgue - Stieltjes 积分 
存在. 证毕 

因为 B C 所以在直线上（或 n 维欧几里得空间上）如果有多个 Lebesgue - 

Stieltjes 测度场合，一般都采用 Borel 可测函数（即 Baire 函数). 

下面是 Lebesgue - Stieltjes 积分的逼近定理. 

定理 3.3.13 设 / 是 [ a , 6] (可以 a = - 00 ,6二 + oo ) 上关于 g Lebesgue - 
Stieltjes 可积的.那么，对任何 e 〉0,必定存在 [ a ，6] 上连续函数使得 



我们下面只证明当9是 Lebesgue 测度的情况，一般的 g 的情况，给读者作 
为练习. 
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证对任何 e 〉0,由/+和/_的积分定义可知，存在 AT ， 使得 

J 1/ - [f]N\dx = J (/ + - [f + ] N )dx + J (/ 一 - [/ _ ]iv)dx < |, 

取 5 = ^，对函数 [/]iv 用 JIy3MH 定理，就存在 [a，6] 上连续函数V?: |v?| ^ N , 

和 [M] 的可测子集及，且 m { E 5 ) < 5,当 x € [M] _ 及时 [f}N(x) = < f ( x ). 因此 


由此得到 


\[f]N-^p\dx= / \[f} N -(p\dx ^ 

Je s 


|/-(^|dx^ [ \ f -[ f] N \dx + 


2 eN Je 
3(AT + 1) < Y* 


b 

\[ f ] N -( f\dx 


e 2 e 

勺 + T 


£. 


证毕 

4. 积分的变数变换 在 Riemaim 积分中，一个很有用的工具就是积分的变 
数变换.现在我们也来研究一般测度空间上的“变数变换”问题.为此先引进可 
测映照概念. 

定义 3.3.4 设 { X u IU){i = 1,2) 是两个可测空间， p 是 A -> 的一 
个映照，如果对每个 E G 丑五）= { x|x G X u ( f ( x ) e E } 属于丑 l5 那么 
称 p 是到 ( X 2 , R 2 ) 的可测映照，或简称做可测映照，并记 f 1 (丑 2) = 
{ ( f - 1 ( E )\ EeR 2 }^ 

例如，当為是实直线 E \ R 2 是直线上 Borel 集（即丑 2 = B) 时， ( X ^ R ^ 
到 { E \ B ) 的可测映照 p 就是 { XuR ^ 上的可测函数.这是因为 f i((-oo，c]) = 
^ c ) 是可 测集. 反过来，也可以 证明： 当 p 是&上的 ( XuR ^ 上可测函 
数时， W 就是（:^拓）到 { E \ B ) 的可测映照（参见 §3.1 习题6)，因此可测映照 
是可测函数概念的推广. 

下面我们考察一个较简单的情况. 

定义 3.3.5 设= I， 2 )是两 个可麵 空间， W 是 义1 上到义2上的双 
射（即——对应)，而且是 (Xi,Ri) M { X 2 , R 2 ) 的可测映照，同时佐=丑2)， 
那么我们就称 W 是，风）到（為，丑 2 )的可测同构 映照. 

例 13设足 = E \ R i = B(i = l，2)，p 是 E 1 上严格单调增加的函数，并 
且是五 1 上的双射（必连续)，例如 ( f { x ) = x,x 3 ,e x - e~ x 显然， p _1 也是 E 1 
上的双射，并且是严格单调增加函数.因此， 1 都是 Borel 可测函数 （§3.1 习 
题 13)，从而对任何 E G B ^~ 1 { E ) G B , 同样，(^ 1 )- 1 ^) e B， 即 # 是 ( E \ B ) 
到 { E \ B ) 的可测同构. 
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例 14设 X l = E \ R l = B ^ X 2 = { a , b ), R 2 = B f |( a ，6). 又设 p 是 （ a , 6)-> 
(- oc ，+ oc ) 的双射，并且是单调增加的函数，例如咖 ) = ta H : 6) ， l g H 
等. 类似例13中的理由， p 是 （( M )， Bfl ( M )) 到 ( E \ B ) 的可测同构. 

显然，当 p 是可测同构映照时， f 1 也是可测同构映照. 

p 是 ( X ^ R ^ M ( X 2 , R 2 ) 的可测同构，这时，如果在（义2，只 2 )上有测度/ X ， 
我们可作佐上集函数1/ 如下： 当 E e 佐时， v { E )= ME )). 容易证明1/是 
( XuR ^ 上的测度，就记 z / ㈠ 为 〆 #(•)). 

下面就是积分的一种变数变换定理（更一般的变数变换定理见定理 3.3.15). 

定理 3 . 3 .14设 = I ， 2 )是两个可测空间 ， p 是 ( Xi ^ Ri ) 3 \ ( X2 , 

R 2 ) 的可测同构映照， M 是（义2，《2)上一个测度，五 e H 2 . 那么 E 上的函数/ 
关于 M 可积的充要条件是 p - 1 (五）上的函数 /(^ i )) 关于测度 <) 三 MW .)) 
可积，而且当/关于/ X 可积时， 

[ /( x 2 ) d / x ( x 2 ) = [ /(^( xi )) d / i ((^( xi )). (3.3.42) 

JE J ( p ~ 1 ( E ) 

证设 / 是 E 上（关于 （ X 2 ， R 2 )) 有界可测函数， fi ( E ) < oo .由于 P 是可 
测映照，那么 


{^iki ^ ( f ~ 1 ( E ) J {( f ( x 1 )) < c } 

= ^({yly ^ EJ ( y ) ^ c }) (3.3.43) 

是可测集，所以 P - 1 (五）上的函数 / Mxi )) 是关于可测的，显然 
= ^{^( E ))) = fi { E ) < oo . 因而 f « xi )) 是关于 P 可积的. 
在/的值域中任取一分点组 L <…< Z n ， 那么由 （3.3.43) 得到 

n 

^2^k^{{y\y e E,l k -\ ^ f{y) < h}) 

fe=l 

n 

= ^2^k^((f({x\x e # - 1 ( 五 ), < f{^p(x) < / a ：}). 

k=l 

因此函数 / 关于 M 以及函数关于 / iM -)) 在同一分点组下和数是一样 
的. 再令 S ( D ) = max(li - U — 0,这样在函数/有界、 fi ( E ) < oo 的情况下就 
证明了 (3.3.42). 1 

设函数/是无界的，而且/彡0, E 关于/ X 为心有 限的. 取五的 （ M ) 测度有 
限单调覆盖 { E n }, 容易知道 W ~ l { E n )} 便是 ^~\ E ) 的关于测度 i / 的测度有限 
单调覆盖.在等式 

[[f} N (x2)dfi(x 2 ) = [ [/]iv(^(xi))d/x(^(xi)) 

J En J ip ~ 1 ( En ) 
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中.令 AT — oo , 根据左边极限存在而且有限，就推出右边极限也存在而且有限， 
同时两个极限相等，即 （3.3.42) 式成立. 

对于一般的函数/，可以分别考察/+，/_就行了. 

由于当 V ?是可测同构时，也是可测同构.因而由 /(#(•)) 关于 〆 #(•)) 
的可积性也可推出/关于 M 的可积性. 证毕 

应用这个定理于 Lebesgue - Stieltjes 测度就得到下面的系. 

系1 设 ( E l , L 9 , g ) 是直线上的 Lebesgue - Stieltjes 测度空间， p 是五 1 上 
到五 1 上的严格单调增加连续函数，/是 Baire 函数 . /在 Borel 集 E 上关于分 
可积的充要条件是在集 p - 1 ⑻ 上关于 齡 )) 可积.当/可积时，下 
式成立 

[ f ( x ) dg ( x )= f f ( ip { x )) dg (( p { x )). (3.3.44) 

J E J(p~ 1 {E) 

证显然 p 是五 1 上到五 1 上一一对应，而且 = ( p - Ha )#-%)]. 
所以 = Ro 令 M = { E\E e e S ( Ro )} 容易证明 M 

是一个 a -环，并且 S ( Ro ) D M 3 ilo , 但 S { Ro ) 是包含 ilo 最小 J - 环，所以 
M = S(ilo) = B ，即 ip~ l B C 用 p 换 ip ~\ 便得到 B C 所以 p 是可 

测同构映照.运用变数变换定理 3.3.14 就得到系1的结论. 


系2设/是 （- oo ,+ oo ) 上 Lebesgue 可测函数，那么对任何尤， 


f ( x)dx 


f(x 4- t ) dx . 


(3.3.45) 


证对任何给定的 t ， 作 E 1 — E 1 的映照 T t 
Lebesgue 测度，并且 E = E 1 . 就得到 


t + x , 将系1应用于 


f ( x)dx 


f(x - I - t ) d(x - I - t ). 


(3.3.46) 


但是 Lebesgue 测度是平移不 变的. 对任何 Lebesgue 可测集 E ， m ( r t ( E )) = m ( E ). 
所以对任何可积函数 / i ， 


h ( x ) dm ( r t ( x )) 


h ( x ) dx . 


(3.3.47) 


在 (3.3.47) 中取 h ( x ) = f(x + t ). 再将 （3.3.47) 代入 (3.3.46) 右边就得到 (3.3.45) 

证毕 


显然，定理 3.3.14 可以推广.从定理 3.3.14 证明过程可见，积分要能进行 
“变数变换”，主要依靠变换^有某种可测性，其次变换前后的两个（分别各自可 
测空间上的）可测集的测度相等.在“变数变换”中下面概念是常用的. 
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定义 3.3.6 设 = I ， 2 )是两个测度空间， p 是 A -> 的映 
照，如果对任何取 e Ri{i = 1,2),^!) G R 2 ^~ 1 (E2) e Ru 并且 M2(w( 丑 i)) 二 
fi 1 ( E 1 ), f i 1 ^- l ( E 2 )) = fi 2 ( E 2 ). 那么，称 p 是（々，佐,/^)到 ( X 2 , R 2 , fi 2 ) 的保 
持测度不变的变换，简称为保测变换. 


仿定理 3.3.14 证明过程,易知有下面的定理. 


定理 3 . 3 .15设是测度空间 ， p 是到 （ X 2 ，R 2 ， M2 ) 
的保测变换，五 C X 2 . 那么五上函数/ 关于内 可积的充要条件是/ o #是 
fHE ) 上关于 Ml 可积的.当可积时， 



f{x 2 )d^ 2 (x2) 


/ /((^(xi))d/xi(xi). 


习题 3.3 


1. 证明，对 [ a , 6] 上非负连续函数/,如果/ f ( x)dx = 0,那么 f ( x ) = 0. 如果 
Lebesgue 积分换成 Lebesgue - Stieltjes 积分，结果如何？ 

2. 设 /, p 是 ( X ， R ， W 上可积函数，那么 y / pT ^ 也是 ( X , R , W 上可积函数. 

3. 证明定理 3.3.13 中 —oo < a ，6< + 00 ,而 w 换为 [ a , 6] 上多项式 p (: r ) 或三角多项式 
也是可以的，但如果 [ a ，6] 为 （- oo ,+ oo ) 时，问阶梯函数类、多项式函数类、三角多项式函数 
类中哪一个类能使定理 3.3.13 成立？哪些类不能成立？为什么？ 

4. 设/是 [ a , 6] 上 Lebesgue 可积，证明 


lim - / f ( x )\, sinnx \ dx = / /( x ) dx , 


lim — / /( x )| cosnx|dx = / f ( x ) dx . 

n-^oo 2 L. „ 


5. 如果 


sin — 

f( x ) = i 

, 0, 


0 < x ^ 1, 
x = 0, 


(a > 0) 


讨论 a 为何值时， / 是 [0,1] 上 Lebesgue 可积函数或不可积函数. 


如果 


/㈤ 


sin 


I 对 

0 , 


|x| > 0, 
x = 0, 


(a > 0) 


讨论 a 为何值时，/是 （- oo ，+ oo ) 上 Lebesgue 可积或不可积. 

6.当/ ㈤ 是（— 00 , + oo ) 上 Lebesgue 可积函数时，证明对任何也是 Lebesgue 
可积的，但如果/是 ( E \ L 9 , g ) 上可积函数时，问 f(x + t ) 是否在 ( E \ L ^ g ) 上可积？为 


什么? 
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7. 当/是 （- oo ，+ oo ) 上 Lebesgue 可积函数时，证明 

lim [ \ f(x - h ) - f ( x)\dx = 0. 
h -^°Ja 

如果 / 是 ( E \ L ^ g ) 上可积函数时，上式是否成立？为什么？ 

8. 设 ( X 2 , R 2 ) 是两个可测空间， p 是 A — A 的可测映照，记云= 
( p ~ 1 ( R 2 ). ( i ) 证明 il 也是一个 ili 的 <7- 子环； （ ii ) 如果 f 是 E 上关于（义2,丑 2, a 0 可积函 
数，那么/⑷ ㈠ ）是 cp - 1 ⑻上 ( X ,及， <)) 的可积函数，其中 K .) = 咖 (.)),并且 

/ /( x 2 ) d / i ( x 2 ) = / /(^( xi )) d / i (^( xi )). 

J E • 

9. 证明引理2中的数列 { M ^} 换成一般的趋向无限大的数列时仍成立. 

10 . 设五 是测度空间上测度有限的集.证明 f 在 E 上可积的充要条件是 

oo 

nfjL ( En ) < OO , 其中 En = E(n 彡 |/| < n + 1). 

n_1 11. 设 / 是 Lebesgue 可测函数， g 是大于1的某个数.证明，如果对任何满足 |/ i| g 

Lebesgue 可积的可测函数 / i , // i 是 Lebesgue 可积的，那么 |/| p 必是 Lebesgue 可积的，这 

里 p 是满足 i +王=1的正数. 

P Q 

12.设 A 、 / X 2 是可测空间 ( X , R ) 上两个测度,并且对一切五 G R ^ i ( E ) ^ M 2( 五).证 
明：如果 f 在 E 上关于 / X 2 可积，那么 f 在 E 上关于 / il 、 /ii + M 2 也可积,并且 

/ / d(/ii +/ i 2 ) = / / d/ii + / / d / i 2 . 

J E J E J E 
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在这一节里读者将会看到新的积分在处理积分和极限交换顺序时，所要求 
的条件比 Riemann 积分要弱得多.所以本节中一些基本定理在一般分析数学中 
被经常引用. 

1. 控制收敛定理 在本节中所讨论的可测集，如果没有特别申明，都是指 
某个测度空间 ( X , R ^) 上的测度 a - 有限的集.设 {/ n } 是五上一列函数，如果 
E 上有一个非负函数 F ， 使得 


|/ n _F ㈤ 

对一切 n 在 E 上成立，就称 F 是{/ n } 的控制函数.下面的定理称为 Lebesgue 
的控制收敛定理.它首先是由 Lebesgue 在 Lebesgue 积分的情况下证 明的. 

定理 3.4.1 设 {/ n } 是可测集 E 上的一列可测函数， F 是它的一个可积的 
控制函数（即在 E 上 |/ n |$F， n = 1， 2 , 3, • •. ， 而 F 在五上可 积). 如果 {/ n } 依测 
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度收敛于可测函数/，那么/在 E 上是可积的，并且 


^L f _ = L 恤， 


(3.4.1) 


证 由于 fn=> fj 是可测的.由 §3.2 知，存在子序列 { f nu } 几乎处处收敛 
于/，因此从 |/ n 」 之 F 得到|/| 由 F 的可积性和 §3.3 引理 3 便知道|/|是 
可积的，所以/也可积.剩下的是证明等式 （ 3.4.1) 成立. 

先证 fi ( E ) < oo 情况下成立.对任何 e 〉0,记丑 n = E (\ f n - f \ ^ 


2( fi ( E ) + 1) 


. 考察 


(fn — /)d/i = / (f n - f)dfl + / (f n — /)d/X, 

E JE-H n JH n 


右边第一个积分利用被积函数很小 [ E - H n = E (\ f n - f \< 2(/i(E) + 1) j 得到 


/ (fn~ /)d/X ^ / |/n- /|d/X 

JE-Hr, I JE-H n 

< 2( f ,( E ) + i)' fJ - {E ~ Hn)<£ r 
利用 F 的积分的全连续性，即存在5〉0,对任何 e C E ^( e )<6, 


(3.4.2) 


Fdfi < 


(3.4.3) 


对于这个5,再利用 / n 今/，便知必存在 iV ， 当 n 彡 AT 时， fi ( H n ) < S . 从而得到 
右边第二个积分（用丑 n 代替（3. 4 .3)中 e ) 的估计 


(fn - Z)d/X (2 Fd/X < -， n ^ AT . 


(3.4.4) 


由 （3.4.2)、(3.4.3) 立即得到 （3.4.1) 在 fi ( E ) < oo 时成立. 

现在利用在 fi ( E ) < oo 情况下 （3.4.1) 成立这个事实来证明五是 a - 有限时: 
(3.4.1) 也 成立： 对任何 e 〉0,由积分定义， 存在 E , fi ( E k )< oo , 并且 

f Fdfx < f [F]fcd/x + 


从上式得到 




由此得到 
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(fn — f)dfl 


E 




E k 


(fn — f)dfl 


(fn~ f)dfl 




(fn - f)dfl 


E k 


2 Fdfi < 


E-E k 


E—Ek 

(fn - /)d" 


E k 


€ 

+ 2 


但及 是满足 fi ( Ek ) < oo •对 E k , (3.4.1) 成立，所以必存在 AT , 当 n 彡 AT 时， 


E k 


(fn _ /)d" 


< -. 从而当 n 彡 AT 时， 



(fn — /)d/X 


< e . 


证毕 


仿照这个定理.可以得到几乎处处收敛函数列的控制收敛定理. 

定理 3 . 4 .1'设 {/ n } 是 E 上一列可测函数， F 是它的控制函数，并且是 
可 积的. 又如果 {f n } 几乎处处收敛于可测函数/，那么/在五上必是可积的， 
并且 

lim [ / n d/x= [ fdfi. 
n_)>00 Je Je 

证与定理 3.4.1 —样， / 的可积性是显然的.主要是证明积分与极限交换 
顺序.证明过程和定理 3.4.1 相仿.对于 a -有限 集五， 用定理 3.4.1 方法，同样化 
为只要证明在测度有限的情况下 (3.4.1) 成立.而在 fi ( E ) < oo 情况下，利用几 
乎处处收敛必度量收敛，因而也可以得到 (3.4.1). 由此可知定理 3.4.1' 是成立的. 

证毕 


控制收敛定理的特殊情况便是下面的有界控制收敛 定理： 

系 1 设 E 是可测集， fi ( E ) < oo , {/ n } 是 E 上一列可测函数，且存在常数 
K , 使得 |/ n |^ K , n = 1,2,3,.-.. 如果 {/ n } 在 E 上几乎处处收敛（或依测度收 
敛）于可测函数/，那么 


lim / / n d"= / /d". 
n ~^°° Je Je 

证这时取 F = K 作为定理 3.4.1 中控制函数，由于 fi { E ) < oo , F 便是可 
积的.根据定理3.4.1，系显然成立. 证毕 

系 2设（ X ， R , 是完全测度空间，是 E 上一列可测函数， F 是 {/ n } 

的控制可积函数.如果 / n 今/或 / n 々/，那么/必是五上可积函数，并且 


lim / fndfi 


/d". 


E 


E 
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证 因为（ X ， R ， 是完全的，所以/是可测的（无论 f n =>f 或 f n — f). 
利用定理 3.4.1 和定理 3.4.1' 立即得证. 

下面我们举一些控制收敛定理的具体应用的例子. 

定理 3.4.2 有界函数/在区间 [ a , 上 Riemann 可积的充要条件是/在 
[ a , 6] 上有界且（关于 m ) 几乎处处连续（或者说，/的不连续点全体是一个 m - 零 
集) • 


证这里所用的一切记号采用定理 3.3.6. 在那里，对任一列单调分点组 
{ D n } : D n c 队 +1 ，5(队） — 0,引人两列简单函数{%}和仪 n } : Wn } 是单调 
增加的函数列，极限函 数为上 {^ n } 是单调下降的函数列，极限函数为了，并且 


/ ^ ^ 7 , (3.3.19) 

这些事实，对任何 [ a ，6] 上有界函数都是对的. 

设/是 Riemann 可积的，由定理 3.3.6 知道/是有界的.并且从证明过程 

得到 


f = f = 7 ， (3.4.5) 

— mm 

记五 1 = { x \ f _ ¥ f 或 f 弄 f，x e [ a ,6]}, 根据 (3.4.5), m ( Ei ) = 0. E 2 是分点组 
{ D n } 中所有>点全体，它是可列集，所以是 m - 零集.因此 五 0 =及 U 及是 m - 零 
集.今证明当 x 0 eE 0 Bt , 必是/的连续点：事实上，对住何 e 〉0,根据（3.4.5)， 
必有自然数 iV 


f(xo) - ( Pn ( xo ) < £, ^ n ( xo ) - f{xo) < £ (3.4.6) 

(如图3.6)，又因为 x ◦茲! UDtv ， 设卻落在 Av 的分点 4 N ) 5 4+1 之间，这时取 
5 = min ( x ^^ 1 - x 0 , x 0 - x ^). 对任何 x f e(xo - S, xq - {- 5), 由于 



f{x r ) ^ 寸 n[ x, ) = ^n(xq), /(〆 ）彡 (fN(x’） = (Pn(xq), (3.4.7) 
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从（3.4.6)、 (3.4.7) 立即得到 

/( 〆 ）彡 f ( x 0 ) + e , f ( x f ) ^ f ( x 0 ) - e , (3.4.8) 

即 \ f { x， ) ~ f ( x o )\ < ^5也就是说 To 是/的连 续点. 

反过来，假设/在 [ a ， M 上有界且几乎处处连续.记/的连续点全体为五3, 
m { Ez ) = b - a . 当: c 。 6 五 3 时,对任何 e > 0,必存在5 > 0,使得: c ’ € ( xo - J ， xo +5) 
时， (3.4.8) 成立 • 因此，如果取一列分点组 { D n } : D n C D n + i , J ( D n ) ^0. 只要 
5( D n ) < 5时，相应于这个分点组，所作的相应的函数％、 A ， 根据 （3.4.8) 便有 


f{xo) ^ (p n (xo) ^ f(x 0 ) - £, f(x 0 ) ^ ^n(^o) ^ f(x 0 )-\~£, (3.4.9) 

即 ^ n ( xo ) - ^ Pn { xo ) < 2 e . 这样便得到 


f { xo ) = lim ^ n ( xo ) = f ( xo ) = lim ( p n ( xo ) = f ( x 0 ), 

n—^oo — n—*oo 


即对任何: c 0 G Es , f ( x 0 ) = f { xo ) = f { xo ), 也就是 / = /• 

由于 / 是有界的，所以存在常数 K ， mm I/I ^ K . 因而|%|彡 K ， 队| < K . 
并且注意到％ — /，么 — 7. 利用系1，便得到 Riemann 大小和 


S ( D n ) = ( R ) 
S ( D n ) = ( R ) 




― > 



(3.4.10) 


但因为 /=/, 所以 

m lim ( S n - S n )= 0 . (3.4.11) 

n—►oo 

从 （3.4.11) 立即知道 / 的 Darboux (达布）的大小和相等，因而/是 Riemann 可 
积的. 证毕 


现在再举一些控制收敛定理的应用. 

定理 3.4.3 设 f ( x , t ) 是定义在矩形 {( x , t )\ a 彡 a : 彡&，《彡 t 彡/3}上的 
函数（此地 [ a , 6], [ a , ( 3 } 可以是无限的)，如果对于 [ a ，/3] 中任何一个固定的 t ， 
f ( x , t ) 关于: c 在 [ a ，&] 上是 Lebesgue 可测的，而当 〆 — t 时， /( x ， f ) 在 [ a ， 6 ] 上 
关于 m 几乎处处收敛于并且存在 [ a ， 上 Lebesgue 可积函数 F ， 使得 
\ f ( x , t )\^ F ( x ). 那么，当 k [ a , 列时，积分 

771 


m 


/(x,t)dx, 


不仅存在，而且是 t 的连续函数. 
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证 对任何固定的由 F 的可积性,立即推知 f(x,t) 也是 x 的可积函数, 
因而 J ⑷存在.今再证 J ⑷是 f 的连续函数：设 to G [ o ：,/3], 任取 [ a , P ] 中一列 
{tn}, 如果 4 (◦, 这时作为 X 的函数序列 {f(x,t n )} 有控制可积函数 F(X), 由 
定理3.4.1，得到 

lim I { t n ) = I { to ). 

n—oo 

这就是说 k 是 J ⑷的连续点 . 是任意的,所以 J ⑴是连续函数. 证毕 

再研究/幼）的可微性： 

定理 3.4.4 设 f ( x , t ) 是矩形 {( x , t)\a ^ x ^ b , a ^ t ^/3} 上的二元函数， 
固定 f G [ a , j 3), f { x , t ) 是; r 的 Lebesgue 可积函数.如果关于 m 对几乎所有; r ， 函 
数 f ( x , t ) t 有偏导数,并且存在 [ a , M 上 Lebesgue 可积函数 F ( x ), 使得 

/0M + ") - /CM) 奸 ㈤ 
h 

那么 J ⑷在 [ a ,/3] 上具有导函数,并且 

d r b r b d 

dti fMdx = j a oi f ^ t)dx ' 

证先任取一 "列 /in ^ _ 0)， 使 f G [ Q ：，/?] ， 那么，当 71 — ^ 00 时，对 

于中几乎所有 x , 成立着 

h n ot 

且由于 (3.4.12), 利用定理3.4.1，便知 

lim / ^[ f ( x , t -\- h n ) - f ( x , t)]dx = [ gjf ( x , t ) dt , 

n-^oo J a h n J a ut 

即 （3.4.13) 成立. 证毕 

关于 I ( t ) 的可积性的研究，已涉及二次积分交换顺序问题，这将放在重积分 
中 讨论. 

2. Levi 引理和 Fatou 引理 下面介绍两个与控制收敛定理同等重要而且 
也是常用的收敛定理. 


(3.4.12) 


(3.4.13) 


定理 3.4.5 (Levi (莱维）引理） 设 {/ n } 是五上可积函数的单调增加序 
列，如果它的积分序列有上界，那么 / n 必几乎处处收敛于一可积函数/，而且 

lim [ f n dfi= [ / d ". (3.4.14) 

n —°°JE JE 
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证 不妨设 /n 彡 0, 不然考察 {/n - /l} 好了.记 A = Slip / / n d/i •由于 

{/n} 单调增加，所以极限函数（这里暂时允许极限函数取无限 u 大 {!) 处处存在, 
记为 h . 

今先证= 00) 是可测集，并且是 / i - 零集： 对任何自然数 iV , 显然 

0 ^ [/l]iV ^ [/2]iV < …< [fn]N ["]AT ， 


令 {£； n } 是五的测度有限单调覆盖 • 由于0彡 ㈨ #彡％且 K ^ n ) < 00 , 根据控 
制收敛定理， 

f [ h] N dfi = lim [ [/ n ] ivd/i ^ A . (3.4.15) 

JEn n —°° JE n 

oo 

因为 五 00 = 五(^ = ⑻） = 厂| E([^]iv = W ), 而 E ([ h]N = N ) 是可测集，所以 
E(h = oo ) 是可测集.并且 

TV " (五⑴门五 iv )= / Ndfi = [ [ h ] N df ! ^ A . 

JEoo n En JEn f| Eoo 

因此 M 五 oc f ] E N )< 令. 对任何 N > n , E n cE N , 从而 


M 五 oofl 五 n) 彡 ^(Eqo^En) ^ 


令 TV — 00,立即得到是 / i - 零集. 再令 n — 
集.作 / 如下： 


/⑷= 


f Hx ), 

1 0 , 


h ( x ) < oo , 
h ( x ) = oo , 


00, 就知道五 oc 也是 fl - 零 


显然/是五上有限函数， f = h (因此 lim / n 丄 /), [/]# 士 由 （3.4.15) 立 

n— ^00 

即可知 

[ [/] ivd/i ^ A , 

J En 

从而 / 是五上可积函数.再用/作为序列 {/ rj 的控制可积函数，由控制收敛 
定理知 (3.4.14) 成立. 证毕 

Levi 引理的另一个形式 如下： 


定理 SA .5 f ( Levi 引理） 设 {/ n } 是五上可积函数的单调下降序列，又设 

lim ( [ f n dfA > - oo , 那么 {/n} 在五上必几乎处处收敛于一可积函数，而且 
n — 00 IJe J 

(3.4.14) 成立. 
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证 只要考察 {-/n} 序列，对 {-/n} 用定理 3.4.5 就得到定理 3.4.5'. 
本引理还有一种常用的级数形式： 


定理 3. 4 . 5 〃 (Levi 引理） 设 {〜} 是 E 上非负的可积函数序列，并且 
J 2 [ U ndfl < 00. 那么函数项级数 f ^ Un 必几乎处处收敛于五上一个可积 

n=l^ E n=l 


函数/,并且 ^ 

/ /d" = 〉: I u n dfi 

n = l jE 


这个定理由读者自己证明. 


定理 3.4.6 (Fatou (法图）引理） 设 {/ n } 是五上一列可积函数，如果有 
五上一^可积函数 / i , 使 /n $ = 1,2,3, ••• ,而且 


lim 



fndfJL < oo . 


那么函数 lim / n 是五上可积函数 ® ，而且 

n—oo 


证 



lim f n dfi ^ lim 



对任何两个自然数 m , n , 作函数 


(3.4.16) 


Fmn — /m+1) … . ， /m+n) ? 


显然 Fmn ^ h . 又当 m 固定时， { F mn } 是随 n 增加而单调下降的可积函数，而依 
据积分的单调性， 


hdfl ^ / Fmndfl ^ IR1H ( / / m d"， / /m+ld/i-5 


fm-h 


E 


E 


E 


'E 


E 


4"). 


(3.4.17) 


固定 m , 根据 （3.4.17), 对 { Fmn } 应用定理 3.4.5、 得到极限函数(可 
能在一个 / X - 零集上取值为 -00), 记它为(在 7 lim o F mn = -00 上规定为 
零)，是可积的，而且 °° 

lim f F mn dfi = [ F m dfi . (3.4.18) 

n —°°JE Je 

再在 (3.4.17) 中令 n — oo , 我们得到 

[ Fmdfi ^ inf [ fkdfi . (3.4.19) 

Je k ^ m J e 

①当函数在一个零集的子集上函数值为士 oo 时，可任意改变这个零集上的函数值为有限常 
数. 
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显然， { F m } 是单调增加序列，又根据 (3.4.19), 便知道积分序列 
上确界不超过 lim inf /* f k dfi , 然而 

m—^oo k^m J^ 


{L 


Fjndfl 


的 


lim inf 

m—^oo k^m 




f n d/i < oo . 


这样,对序列 { F m }, 又可引用定理 3.4.5 的结论，得到 { F m } 有可积的极限函数 
F ， 而且 

[Fdfi = [ lim Fmdfi = lim [ F m d/i ^ lim f / n d ". (3.4.20) 

JE JE m —°° m->oo J E ti—ooJe 

但是 F 丄 lim 丄 lim inf / fc = lim /n. 由 (3.4.20) 便得到 (3.4.16). 

771 ― ^ OO Tfl ― > OO fc^77l jji — >qq 

证毕 


同 Levi 引理一样, Fatou 引理也有另一种形式. 

定理 3.4.6 , (Fatou 引理） 设 {/ n } 是 E 上一列可积函数,如果有五上的 
另一个可积函数~ 使得 f n 之 h , 而且 

lim / f n dfi > — oo , 

n-^oo J E 

那么，函数 ns / n 在 e 上是可积函数，而且 

n—oo 


/ lim f n dfi ^ lim / f n dfi . (3.4.21) 

JE ti—► oo n—►oo Je 

证读者可以考察 {-/ n }, 利用定理 3.4.6 来推出本定理. 

3. 极限定理的注 上面是介绍三种极限定理的内容本身及某些应用.此外, 
我们还要说明两个 问题： 

第一,控制收敛定理、 Levi 定理以及 Fatou 定理三者是等价的.所谓“等价”, 
就是指如果其中有一个定理用某种途径先被证明，那么其他两个便可由它推岀. 
本教材是采用先证控制收敛定理，然后推出 Levi 定理，最后再推出 Fatou 定理. 
读者如果有兴趣，可自行假设另一个定理成立.而推出其他两个定理. 

第二，这些收敛定理的基本条件是不可缺少的.下面举一些例来说明这个 
问题. 


例 1控制收敛定理中控制函数的可积性是不可缺少的,例如，在 m ) 
上，取 E =(0, oo ) 函数 


fn { x ) = 



x e [0, n ], 
x G ( n , oo ), 


n = 1, 2, 3, … 
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显然，控制 {/ n } 的函数必须 F ^ l , 它在 [0, oo ) 上不是 Lebesgue 可积的. 
{/n} 的极限函数/三1,在 [0, oo ) 上不是 Lebesgue 可积的. 

再举一个控制收敛函数的可积性不可缺少的例子. 

例 2 (0, 00) 上函数列 


fn(x) = 



n = 1,2,3, ... 


显然，在 （0, 00 ) 上 lim f n ( x ) = 0,但是 

n—oo 


lim 

n—oo 





Odx . 


虽处处收敛,但不能逐项积分,其原因是在于不存在可积分的控制函数. 

例 3 Levi 引理中 {/ n } 的积分序列^ / n d / i | 有上界这个条件是不可缺 
少的.例如作函数 * E 


fn ( x ) 


sin — 
x 


x e 


o, x e 


,1 


n 


°^nh 


显然 {/n} 是可积的单调增加序列，而/ f n dx — ^ 00. fn 的极限函数是 


sin — 

f ( x ) = —— - 

X 

I 0, 


x e ( 0 , 1 ], 
x — 0, 


这是熟知的 Lebesgue 不可积函数. 

此外，例1中函数列 { f n } 也可作为 Levi 定理中有上界这个条件不可少的 
反例. 

Fatou 引理中存在可积的 h , 使 h < f n , 以及 Inn J f n dfi < oo . 希望读者 

自己作出这两个条件不可少的例子. — 

第三，当积分概念推广到可以取无限大值时，那么在应用 Levi 和 Fatou 引 
理的时候，将有一定的方便之处. 
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设/是五上非负的可测函数， { E n ) 为 E 上测度有限单调覆 
盖， { M n } 是趋向 00 的正数列，记极限（允许是无限大 ）lim / [/ WJ/i 为 

n_+ °° JE n 

J fdfi . 显然 / / d/x (可取无限大）不依赖于 { E n }. { M n } 的选取（可参见 §3.3 
弓 f 理2的讨论義 （3.3.24) 式).对于一般函数/,总有分解 / = /+-/_, 如果 
[ 广如 、 f f - dfi 中至少有一个是有限的（即至少有一个是可积的)，那么记 


E 


/ d " 


E 


/ + d / i - / f _ d 卜 

E J E 


/ d / i 有下列一些 性质： 例如 


E 


I / d / x 、 / / id / i 中有一个是有限时,那么 

E J E 


(f±h)d^i 


E 


I fdfi ± / hd /2. 

E */ E 


2°对任何有限数 


/ o^fdfi = a fdfi . 
E J E 


3° 单调性，当 / < / i 时,那么 


/ fdfi ^ / hdfi . 
E JE 


代数性质不再一一例举. 

Levi 和 Fatou 引理最一般的形式可以叙述如下： 

定理 3.4.7 ( Levi ) 设 {/ n } 是五上一列可积函数，并且 / i 彳/ 2 彡…彡 
/ n 彡…（或 / l 彡/2彡…彡 / n 彡…），而 / l 是五上积分有限的函数（艮 P 
[ / id / i 是有限值)，那么 


/ lim f n dfi = lim / / n d ". (3.4.22) 

J E n —°° n—00 J e 

证分两种情况：⑴如果 ^ lirn ^ J f n dfi < 00 . 这时，因 / i 是 E 上积分有 

限的函数，由单调性 3。， 一切//在都是积分有限的.这样，满足定理 3.4.5 
条件，因而 （3.4.22) 成立. 

( ii ) 如果 lim / fndfi = 00 , 这时只要证/ lim f n dfi = 00 . 假如相反，即 

n—oo J e J e ^—^00 

[ / d/i < 00 , / = lim / n .因为/彡 / n (n = 1,2,3,…）再由积分的单调性，就应 
Je n — 00 
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lim / f n d/i ^ / lim f n d/i < oo , 
n—oo J e J E n —°° 

这与假设矛盾.所以 (3.4.22) 成立. 

单调下降情况类似可证. 证毕 

Levi 引理 说明： 对于单调的可积函数序列 {/ n }, K 睪唯了昀舉佇，即 | 

晕夸喂谆,那么积分就与极限可以交换 顺序. E 

注意：/八如是有限的条件不能少. 

J E 

例 4设 


fn( x ) = 



X e (- oo , - n ) U ( n , + 00 ), 
x G [— n , n ], 


n = 1,2,3,... 


显然 fi < h < … < fn < … ， f fndx = - oo . 然而 lim / n = /, / 在 

J-oo n ^°° 

(- oo , + 00 ) 上恒为零，因而 fdx = 0, 所以 （3.4.22) 不成立. 

J — OO 

定理 3.4.8 ( Fatou ) 设 {/ n } 是五上一列可积函数，如果存在五上积分 
有限的函数九，使得 ^/ n , n = 1，2,3, •. •，那么 


/ lim f n dfi ^ Hm 

J E ti-^oo n—oc 



(3.4.23) 


证沿用定理 3.4.6 的证明路子：作 F mn = min (/ m , / m+1 ，…， / m + n ), 易知 
(3.4.17) 在此也 成立： 


j hd.fi ^ / F mn dfi 

E J E 

< min ( / / m +1 d "，. 

\J E J E 


fm-h 


E 


4") 


(3.4.24) 


记 = lim F mn .当 inf / f k dfi 是无限大（显然只能是正无限大）下式自动 

n—oo k^m Je 

成立 

[ F m dfi ^ inf [ / fcd / i . (3.4.25) 

J E 岭 m J E 

如果 inf / / fc d/x < oo , 那么至少有 no , 使得 / / m + no d/i < oo . 固定 m , 对单调 
fc^m J e J e 

下降函数列 { F mn } 可以（从 n Q 标号以后）用定理 3.4.5' 得到 （3.4.25) 仍成立. 
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取凡= 心对 凡彡 R 彡…彡彡…利用 Levi 引理便得到 


lim / n d/i = / lim F n dp = lim / F n dfi 
T^O J E n —°° n ^°° JE 


< sup inf / fkdfi = Um / /nd/i. 
n ❾ 71 J E ti — ooJe 


证毕 

Fatou 引理 说明: (3.4.23) 球耷矽 唯^ 舉佇晕可积 _ 黎烈 {/ n } 有积分有喂昀 
m^Ch 丛下®椁制 { f n }. 这个条件是不可少的.例4就可以 痄为一 个例子.同 
样，当 {/ n } 有从上面金制的积分有限的函数时，就有上限的 Fatou 引理 • 

当然“积分”还可以推广到可取士00值的可测函数上，并建立类似的一系列 
结果，读者可以仿照进行. 

4. 复函数的积分与极限定理的应用 最后，我们再把积分推广到复函数的 
情况. 

设 F 是 E 上的复函数，对每个 x e E , 分别记 F ( x ) 的实部、虚部为 
F 1 ( x ), F 2 ( x ), 如果巧、 F 2 关于//都是在 E 上可积，那么就称 F 在 E 上关 
于//是可积的，这时定义 F 的积分是 

[ Fid/i + i [ F 2 d / i , 

J E J E 

记作 / Fd / X , 就是说 
J E 

j Fdfi = j Fid/i + i j F 2 dfi . 

J E J E J E 

对于复函数的积分, §3.3 以及本节中关于实函数的积分性质照样成立.这里 
不再一一详细讨论.只举一个定理作为例. 

定理 3.4.9 设 F 是 E 上的可积函数,那么 | F | 是可积的，并且 


Fdfi 


E 




(3.4.26) 


证设 A 、巧为 F 的实部、虚部.由 F 的可积性,按定义, A 、巧 都是可 

积的.因为 _ 

\F\ = y jF^F^\F 1 \ + \F 2 l 

立即得知 | F | 是可积的.记 


/ Fid/i + i / F 2 d / i . 
E JE 
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为 r(cos0 -f isin0),0 彡 r < oo, 0 彡 0 < 2:t , 由此得到 



I Fid/icos0 + / F 2 d/i sinO 
E J E 



(Fi cos 0 F 2 sin 0)d/x 

Re(Fe~ w )dfi ^ [ \F\dfi. 
Je 


证毕 


下面举一些收敛定理的应用. 

例 5 L (- oo ，+ oo ) 上 Fourier 变换，设 / 是 （- oo ,+ oo ) 上 Lebesgue 可积 

函数（可以是复的)，那么 

/ +oo . 

e iax f ( x)dx 

-OO 

是 a 在 （-00, +00) 上的连续函数，而且 

〜 d r ^°° e iax - 1 

/ ⑷ = ^ J _ (3.4.27) 

函数 7{ oc ) 称为 /㈤ 的 Fourier 变换,有时简记为 

证由于 \ f ( x ) e [ax \ = \ f ( x)l 而且是 a 的连续函数，取 \ f ( x )\ 作为 
{ e [ ax f ( x)\a e (- oo ,+ oo )} 的控制函数时，立即由控制收敛定理知道 /( a ) 是 a 
的连续函数.另一方面， 

p i(a+/i)x _ 1 p iax _ i \ ihx _ i I 2 sin ~X 

“㈤ = -- ^ = Si = -1^ 叫， （3 _ 4 . 28 ) 

当叫 < 1 时，函数族 { f a ， h } 的控制函数可以取为 \ f ( x)l 由控制收敛定理知道， 
关于 a 的微分号可以和积分号交换顺序，由此得到 

d / + °°e iax —1" /* + °° d e^_l"/* +0 ° ,, 

7 - / ―:- f ( x)dx = / --:- f ( x)dx = / e f { x ) dx . 

da J_ 00 ix 7-oo da lx J-oo 

证毕 

设 （ E 1 ， 是 Lebesgue-Stieltjes 测度空间，当 (- oo ,+ oo ) 上的函数 / 关 
于 g 可积时，称 ⑴ 

7(^) = r °° e iax f ( x)dg 
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是/的 Fourier - Stieitjes 变换. 这时 f ( a ) 也是 a 的连续函数，而且也有 





e lotx - 1 
ix 


f ( x ) dg . 


它的证明过程完全与 Lebesgue 积分情况一样. 

例6 设/⑷是直线 E 1 上,但在某个区间 [- M ， M ] 外为零的有界 Baire 
函数, P ( x ) 是任何一个实或复系数多项式,那么 


P ⑸如卜 (3.4.29) 

其中 P (^)是将 P ( X ) 中的$以及$的&次幂相应地换成^以及 
事实上,类似于 (3.4.28) 得到 


fa,h{ x ) = 


e i(a-\-h)x _ e iax 


e lhx - 1 

h 


h 


< \x\, 


由于/⑷是在 [-M ， M] 外为零的有界 Baire 函数,所以 | x ||/| 是 （- oo ,+ oo ) 上 
可积函数. N |/| 可以作为 { faA ^)} 的可积控制函数.由此得到 

(去)’⑷=/ + °° l^ e[aXf{x)dx = / + °° e 心 ㈣ / ㈤ d 工 
= ( ix ) f ( x ). 


如果用 ( ixf ( x )) 代替原来的/(4重复使用上述结论，就得到 

( H 、知〜 /*+oo ， - - - 〆 

/(«) = j e [ ax ( ix ) k f ( x)dx = ( ix ) k f ( x ) , 

再利用 Fourier 变换/ ^ /的线性,立即得到 (3.4.29). 

例7 设/ ㈤ 定义在 E 1 上,但在某个区间 [- M ， M ] 外/⑷为零，而且在 
整个五 1 上有直到 n 阶连续的导函数, P ( x ) 是任何一个 n 阶多项式，那么 


P ( a)f ( a ) = P (^ i^j f ( x ). (3.4.30) 

证显然 / h )，；^/( x ), …，^/⑷都是有界连续函数.我们只要考虑 
dx dx 71 
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Riemann 积分，由于 

j :°° e iax ( i ^) f ( x)dx = ( R ) 乂: ie iax df ( x ) 

M fM 

= ie iax f ( x ) + ( R ) I ae lax f ( x)dx 
-M J -M 

= f ae locx f ( x)dx = af ( a ), 

J —OO 

所以重复应用上述分部积分步骤就得到 

a k f ( a ) = 厂 。 e —( i 去)"/⑷如， A : = l ， 2 ，...， n ， 

即 (3.4.30) 成立. 

注如果例7中 / Or ) 在五 1 上无限次可微，那么 (3.4.30) 对所有多项式 
P { x ) 成立. 

显然，例 6 的结论对一般的 Fourier - Stieltjes 变换也成立.但例7的结论一 
般说不能成立.要把例7的结论推广到 Fourier - Stieltjes 变换情况，必需要先推 
广关于一般测度的导数概念. 

例8设 iV 是自然数集， R 是 N 的一切子集全体 ， M G 丑时，规定测度 
从 M ) = M 中含有自然数的个数.显然，定义在 iV 上任何函数/都是 （ iV ， 丑）上 
的可测函数.和 §3.3 例10 —样，可以证明/在上可积的充要条件是 

OO 

Ll /( n )| < oo . 

n=l 

如果记 /i = = 1，2,3,…， 这样 N 上一个函数/就和数列 （/ i ， / 2 ,…， 

fir -) 相对应，这时 f 在 N 上可积性就化为级数的绝对收敛性.易 

1=1 

知/关于 [ N ， R …) 的积分（值）就是级数的和.反过来，如果有一列数 

(/ i ,/ 2 , …， fi , …）， 用上述对应，也可把它看^上的一个函数.这样级数的绝 
对收敛性以及级数的和等就化为相应函数关于//的可积性以及积分值.由此可 
见，有了一般测度概念，就用关于一般测度的积分的观念可以将过去数学分析中 
的“积分”和“级数”问题统一起来处理.例如利用控制收敛定理就得到数学分 
析中级数求和与极限交换顺序的如下命题： 

OO 

设 y 2 Xrn ^ m = m ...) 是一列级数，并且 lim Xm , n 存在，记 Tn = 
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lim x m ， n . 如果又存在另外一个正项收敛级数 f > n ， 使得对每个 n ，| x m ， n | 彡 

m—oc ^ 

n —1 

OC OC 

y n {m = 1,2,3,…）成立，那么，对每个 m ，[ x m ， n 绝对收敛,^ x n 也绝对收敛 

71=1 71=1 

且 


lim V " x^n = lim 

n. ― ►no 〆 ^ ^ m. — ync 


现在来证明它：作 iV 上的函数 F ，/ m ，/ 如下： 当 n G iV 时 


F { Tl ) = Vm fm ( p ^) ~ x mm f (^) — x n -> 

通过上述对应，在测度空间 ( N ， R ， A 上 ， F 是可积函数，函数列 { fm } 在 iV 上 
处处收敛于/，并且 |/ m | < F 在 iV 上处处成立. 

由 F 的可积性，以及 |/ m | < F ,|/| ^ F , 立即推出 在 ( N , R ^) 上可 
积，再由控制收敛定理就得到 



把上述关于函数积分的结论再化成级数的形式就是所要证明的. 

在今后（例如 §3.5 和 §4.3 等处）还要利用积分来处理级数问题. 

习题 3.4 

1. 证明级数形式的 Levi 引理（即课文中的定理 3.4.5"). 

OO 

2. 设 /(X) 是 (-oo, +oo) 上满足/⑼= 0 的 Lebesgue 可积函数，证明^ /(n 2 x) 

n= —oo 

必在(― oo, +oo) 上几乎处处（按 Lebesgue 测度）等于一个 Lebesgue 可积函数. 

3. 设/⑷是 (-oo,+oo) 上满足/⑼= 0 而关于 ( E \ L ^ g ) 的可积 函数. 试举出一 
个 A 说明习题2对于^测度是不成立的. 

4. 证明 


lim 厂 ，、 — =1 ， lim r«£±^ e -. cosxdx = 0 , 
n —°° Jo / 1 + t i- n —°° Jo n 

V 为任意固定正数. 

5 . 设/㈤在 （0, oo) 上 Lebesgue 可积，并且均勻连续，那么 lim^ f ( x ) = 0. 举例说明 
均匀连续条件不可去掉. — 

6. 设/㈤在 （-oo，+oo) 上 Lebesgue 可测，并且在任何有限区间 （ci,6) 上可积，而且 
在 (-oo,+oo) 上有 n 阶连续导函数，在 [-M, M ] 外为零.证明下面的函数 

(/ * h )( t ) = J f ( x -{- t ) h ( x)dx 
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是 f 的具有 n 阶导数的函数. 

7. 证明 Riemann - Lebesgue 引理：当/在 (- oo ,+ oo ) 上是 Lebesgue 可积函数时， 

f(a) = 0 . 

8 . 设/是（- 00 , + oo ) 上复值函数，并且 Lebesgue 可积，证明 

h ( a ) = f e 10LX f ( x ) dx . 

Jo 

在 a 的上半平面 （ S 卩 Ima > 0) 是 a 的连续函数，并且是 a 的解析函数. 

9. 在假设 Fatou 引理已被证明的情况下，证明由它可以推出控制收敛定理 3.4.1 和 
3.4.1，. 

10. 设 {/ n } 是测度空间（义，只,//)的集 E 上可测函数列，如果⑴ 存在 E 上可积函数 
厂，使得 \ fn \^ F(n = 1,2,3,...)； ( ii ) {/n} 在五上几乎处处收敛于可测函数 /• 那么必有 

/n /• 

H . 在全有限的测度空间中，举例说明 Levi 引理中第一个函数 A 的可积性这个条件是 
不能少的. 

I 2 .设 { X , R ^) 是全 a - 有限测度空间，/(4是 ( X , R ) 上非负实可测函数.如果允许 
“积分”取无限大值,那么 

^{ E ) = f fdfi.EeR 

J E 

是 （ X , ii ) 上全 cr - 有限测度，并且对每个 E ， 如果 fji ( E ) = 0,必有 v { E ) = 0. 

§3.5 重积分和累次积分 

在这一节里，我们将建立重积分的概念，并研究重积分和累次积分的关系， 
以及累次积分中交换积分顺序的问题.不失一般性，只要讨论二重积分和二次积 
分就够了.为此，我们先建立乘积测度. 

I. 乘积空间设 X ， y 是任何两个集，一切有序的点对（ X ， y ), xex,yeY 
全体组成的集，记为 X x y ， 称它为空间 X ， y 的乘积空间（又称为 Cartesian 乘 
积).例如实平面 E 2 就可以看成实数直线 E 1 和 E 1 的乘积空间， E ^ E ^ xE 1 . 
为了今后叙述方便起见，我们引入一些 术语： 设 AC X , Be F ， 称 4 x 5 是 
x X y 中的“矩形”， Ab 称为矩形 a x b 的“ 边”. 

定理 3.5.1 如果 s ， r 分别是 X ， y 的某些子集构成的环,那么，由各式各 
样有限个互不相交的矩形4 x B(A eS , BeT ) 的和集所组成的 X XV 的子集 
类丑是环. 

证首先由丑的定义，知道丑中任何有限个互不相交的集的和集属于 
R 根据§ 2 .1习题，只要证明丑中任何两个集的差也属于丑就可以了.记 
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P = { AxB \ AeS , BeT }, 对任何 E i = A i xB i eP{i = 1 , 2 ) 由于5、 T 是环， 
而且 

= ( A ^) x (^n^ 2 ), 

m n 

立即知道 EiH ^2 e R . 由此可知丑中任何两个集 |J E u |J Fj 的通集 

2=1 3=1 

mn 

U(^n^) e 兄因而丑中有限个集的通集也 属于仗 又因为（如图 3.7) 
A 1 xB 1 - A 2 xB 2 = [( AiH ^) x { B l - ^2)]UPi - M ) x B x } 

rrt 

所以 P 中任何两个集的差属于凡对丑中任何两个集 IJ E ^ E^Ej = 

2=1 

71 

h Ei e P )^ |J FjiFjf^Fk = 0, j ^ k,Fj G P) 有 

m in mm 

u ^- u ^= uri (^-^)* 

2=1 j=l i= 1 j=l 





a 2 xb 2 

(A r A 2 ) 

(A l DA 2 )X 


(B,r\B 2 ) 


XB l 

(A^A^x 

^-b 2 ) 





°l ^~~ii=X 

图 3.7 


由上所述，屄 -A e 丑，因而有限个通 (^( Ei - F ^ eR , 并且 

j=i 


771 771 

是互不相交的，所以 |J ^ - U ^ G R . 

2=1 j = l 

把定理 3.5.1 中的环记为 S ^ xT . 


证毕 
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定义 3.5.1 设（ X ， S ) 、 （ y ， T ) 是两个可测空间，记 P = {4 x G 5, B G 
T }， 而用 S x T 表示包含 P 的最小 a - 环，称 （X x x T ) 为( X , S ) , ( F , T ) 
的乘积（可测）空间，称 P 中的集为可测矩形. 

系设 （ x ， s ) 、 （ y ， r ) 是两个可测空间，那么 

S ( SxT ) = S { P ) = SxT . (3.5.1) 


证由定理3.5.1，环 S ^ PT 是包含尸的最小环，所以 S^T c S ( P )， 因 
而 s{s^PT) c s{P). 另一方面，由于 s^PTdp, 所以又有 s{S^Pr) d s{P). 
从而 5(5 xT ) = 5( P ). 证毕 

2. 截口 设( X , 5), ( y ， T ) 是可测空间， （X x Y , SxT ) 是它们的乘积空 
间. 如果 E 是 X X y 的一个子集， 称集仄 = {y\{x,y) G E } 为被 X 决定的 E 
昀寧它有时也写成&五（注意，对每个： r 来说，仄（或是 F 的子集，并 
不是 x X y 的子集) . 私有时也说成 X- 截口.同样集 syE = Ey = {x\{x, y )eE} 
是 2/- 截口. 

如果/是定义在 Xxy 的子集五上的函数，当固定 xex 时，如 果尽不 
是空集，称定义在私上的函数 


fx { y ) = f ( x ， y ) 

为 f (被 X 决定)的荦类似地，当固定 yeY , 如果以不空，称定 义在砂 上 
的函数 

/ 以 (X) = f[x ， y) 


为 /( 被 y 决定）的截口. 

定理 3.5.2 在乘积可测空间 （X x y，S x T ) 上，可测集的截口是可测的， 
可测函数的截口是可测的. 

证 令五是由 X x y 中每个 X - 截口和 2 /- 截口都是可测的集五所组成的 
一个类.注意“求截口”运算满足下列规则： 

⑴对任何一族集 { Ex,\e A}{Ex cXxY ), 以及任何： r 0 G X ， 

= U 

\xeA / Xo xeA 

( ii ) 对任何 E . FcXxY , 以及任何 x 0 G X ， 


(E — i 7 %。 = E XQ — Fx。. 
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由此，容易证明五是 a - 环，显然 PCE , 由系知 SxTcE . 因此 ， S x T 中每 
个元素的截口都是可测的. 

设五 eSxT ，/ 是 E 上可测函数，对任何数 c 和任何给定的 G X , 

E Xo [ f Xo > c ) = { y \ f Xo { y ) 〉 c ，y e E Xo } 

={ y \ f {^ o , y ) > c , { x 0 , y ) e E } 

={ y |( x 0 , y ) G E{f > c )} = S X 0 E{f > c ), 

由于五 (/ > c ) 是可测集,所以它的截口 S X 0 E { f 〉 c ) 是 （ F ， T ) 上可测集，即/ ^ 
是集上2/的可测函数.类似可以证明 fy 是 Ey 上 x 的可测函数. 证毕 

3. 乘积测度 设空间 （ X , S ，/ i )，( y ， I >) 是测度空间，在这段里的目标是由 
它们建立 （X x x T ) 上的乘积测度“// x 为此我们先证明一个引理 • 

引理 1设 u ) 是两个全有限的测度空间，如果 E 是 （X x 
Y , SxT ) 的可测子集，那么 K 私）和 M 砂）分别是( X , 5,/ x ),( y , T , u ) 上的可测 
函数，而且 

[ u ( E x ) d ^= [ ^{ E y ) du . (3.5.2) 

JX JY 

证令 M 是使 v { E x )^{ Ey ) 为可测函数,并且 （3.5.2) 成立的 S x T 中可 
测集五的全体所成的类.今证 M = SxT . 

当时，由于 

_ I B ， xeA , 

Ex — \ 一 

[ 0 , xeA , 

显然 v { Ex ) = u ( B ) xa ( x ), 此地 XA 为集 4 的特征 函数. 类似地 fi ( Ey ) = 
/ i ⑷ xs 0/). 因为 M 、 V 是全有限的，所以5、 T 必是 a - 代数，所以 u { E x )^{ Ey ) 
分别是( X , 5), ( F , T ) 的可测函数.而且 

乂 iy ( E x )dii = ^{ E y ) du , 

因此 EeM . 从而 P CM . 

再证 M 是包含环只的单调类：如果 E u …， E n e M , Eif]Ej = 0 ，i 妾 j . 

n n 

记五 =U 馬，显然尽= \ jE jx , E jx C \ E ix = 0, i ^ j . 因此 

J = 1 j = l 


n 

u{e x ) = y^(Ej X ). 
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类似地， fi [ Ey ) = (五 p . 由积分的线性容易知道 E eM . 再根据 P cm , 

便得到 RCM ( S 为丑中的每个集必可表示成 P 中有限个互不相交的集的 
和).下面再证 M 是单调类. 设 El c E 2 C … C E n C … 是 M 中一列单调 

OC 00 

增加集，记 E = |J E n , 由于五 lo ； C C ... C E n:c C …，五 a ； = IJ E nx , 所以 

iy ( E x ) = 又因为 { u { E nx ),n = 1，2,3，...}是 ( X ,5,/ x ) J ： 的可积函 

数的单调 7 S 3, 并且 

/ v { E nx ) d ^ ^ f i /( Y ) djj , = v { Y ) fi { X ) < oo , 

J X J X 

由 Levi 引理, u ( E x ) 是可积函数，且 

lim [ i /( E nx ) dfi = f u ( E x ) dfi . (3.5.3) 

n —°°Jx Jx 

对也进行类似讨论，有 

lim [ ^ i { E y n ) dv = [ ^{ E y ) diy . (3.5.4) 

n—oo Jy Jy 

bk ^： J ^ u { E nx )dfi = J // (埒) ch /， 并根据 （3. 5. 3)，(3.5.4) 便知 

[ iy { E x ) dfi = [ fi { Ey ) du . 

Jx Jy 

oo 

因此 E G M . 类似地， 当玢 ] E 2 ] ••• D E n 〕 … 时，集厂| G M . 根据定 
理 2.1.4 的系可知 SxT CM. 从而 SxT = M. 几 证毕 


系设（ X ， 5, //) 、 (F ， 7» 是两个测度空间， E 0 = A 0 x B 0 {A 0 G S,B 0 eT), 
而且 /x(A 0 ) < oo,u(B 0 ) < oo. 那么，当 £； G S x I 1 , 而且 E C 五 0 时，函数 
u(E x )^(Ey) 分别是 A 0 l B 0 上可测函数 ' 并且 

f XE x ) dp = f i ^{ E y ) du . (3.5.2’) 

J Aq J Bo 

证对任何 AeS^BeT , 先证等式 S x TC\A xB = {SC\A) x {Tf]B). 
记 SxT 的可测矩形全体为 p，(sn 乂 )x(TH 万）的可测矩形全体为 Q . 因为 
C S，TnB C T ， 显然，当 Ex F e Q 时，五 C C 且 £； G e T ， 
所以 ExF e S x Tf]A x B ， 即 Q c S x T^\A x B . 但 S x T^\A x B 是 


①如果， s 、 t 是 CT - 代数，那么 f 4 Ey ) ME x ) 分别是 y ， 久上可测函数 • 
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4 x B 上 a- 代数 (§2.1 习题 9) 所以 （ SA4) x (TAB) = S{Q) cSxTC\AxB. 
反之，对任何 Ex F e P, 因为（五 x F)f|(^ xB) = {Ef]A) x {Ff]B) e Q, 
所以 Pf]A x B c {Sf]A) x {TC\B ). 记 M 为 S x T 中一切 Mf]A x B e 
{SC\A)x (Tf^B) 的 M 全体 , 显然 M 是 a- 环 , 并且 M D P. 所以 M = SxT ， 
即 sxTp^xB c {sc\a)x{tc\b). 从而 (sn^)x(^n^)- 
作 04 o ， snA o ) 、（ B 0 ， rnB 0 ) 上测度 

MAo(^) = //(A), A G <SP|Ao, 

G Tf|^o, 

对 04 o ， sn ^，/ M 。）、( B 0 , rn ^ o ,^ 0 ) 用引理，对任何五 esxrnAxB ， 有 

[i^{E x )dfi= [ iy Bo (E x )d/i Ao = f fi Ao (E y )diy Bo = [ ^{E y )du. 

J Aq J Ao J Bq J Bo 

证毕 

利用引理 l 及其系，给出乘积测度的定义 . 

定义 3.5.2 设 (X,S,/i),(y,T, v) 是两个 a- 有限的测度空间，作乘积可测 
空间 （X x S x T) 上集函数 A 如下： 如果 E e SxT 而且有矩形 AxB e 
Sx T,n{A) < oo,iy{B) < 00 使 EcAxB 时，规定 

\{E)= [ u{E x )d^= [ ^{E y )du, (3.5.5) 

Ja Jb 

对一般的 E e S xT, 必有一列矩形① E n e Sx T,E n = A n x B n ^{A n ) < 

OO 

00, v{B n ) < 00, 五 ] L C 五 2 c ... C C … ，使五 C |J E n . 这时定义 

n=l 

\{E)= lim A(Ef|^n), (3.5.6) 

n—►(» 

那么 A 是 （X x y，S x T) 上的 a- 有限测度（见定理 3.5.3). 称它为 // 和 i / 的乘 
积测度 , 记为 /i x I/. 

定理 3.5.3 设 （ X ， *? ， //) ，％ ! 1 ') 是 a- 有限测度空间，那么由（ 3.5.5 )、 
(3.5.6) 规定的集函数 A 是 {XxY, SxT) 上的 a- 有限测度 . 而且是在 {XxY, SxT) 
上满足条件 

\{A xB) = fi{A)u{B)®,Ae S,BeT (3.5.7) 

的唯一的 a- 有限测度 . 

① 这列矩形的存在性见下面定理 3.5.3 的证明. 

② 我们讨论的是 a - 有限测度，其实这个等式只要假定对 n { A ) < 00 , KB ) < 00 的矩形满足 
就可以了. 
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证分成下面几步： 

I . 先证唯一性.如果有两个 (7 -有限测度 A 、 Y 在 P 上都满足（3.5.7)，即 
对一切丑€ P ， X ( E ) = y ( E ). 因为 A 、 Y 都具有可列可加性，所以在 S { P ) 
上 A = Y . 根据 §2.3 有关 a 有限测度唯一性定理2.3.8,立即得到 A 和 Y 在 
S ( R ( P )) = SxT 上一 致. 

II •在 fi { X ) < oo , u { Y ) < oo (BP ( X , ( y , T , v ) 都是全有限测度空间) 

情况下证明 A 是 测度: 显然 A 是 S x T 上非负的，今只要证 X ( E ) 具有可列可加 

n 

性•设 G 5 x r(n = 1,2,3, . ) 而且 & 门仏， = 0，n 笋 n，. 记 = |J F,. 

i=i 

由于 0 以及积分的可加性得到 


p p TL Tb 

= j u { E nx )dfi = J 〉: u ( Fj X )dfx = 〉: A (0, 


记五 =(J A , 再根据 （3.5.3)， 又得到 
j=i 


X ( E )= u ( E x )dfi = 

Jx J x 


^i/(F ix )d/x = lim / ^2iy{F jx )dfi. 

^ n—►oo / v 

j=l JX j=l 


即 A 是可列可加的. 

下面对//、 P 为 (7 -有限的情况加以证明. 

III . 设 E e S xT , 并且存在边是测度有限的矩形 Ax B.C xD , 使得 
E cAx B，E cCxD . 那么，对任何 ( x , y ) € E , 必有 x e Af ] C,y € Bf ] D . 
从而 EcA 0 x B 0 , 这里 A 0 = Af ] C , B 0 = Bf ] D . 利用这一点，证明对于这种 
E , X ( E ) 不依赖 AxB . CxD 的 选取： 事实上，因为当 xe ( A - A 0 ) [ j(C - A 0 ) 
时， u ( E x ) = 0, 所以 

X ( E ) = j i /( E x )dfi = / u ( E x )dfi = j u ( E x ) dfi . 

Ja Ja 0 Jc 

同样， 

\( E )= [ fi ( E y ) du = [ fji { E y ) du = f fi { E y ) diy . 

J B JBo Jd 

IV . 证明对任何 EeSxT ， 它必包含在边是测度有限的矩形单调序列 { E n } 
中. 事实上，如果 EeP,E = AxB , AeS , BeT , 这时由 （ X ， S ,/ x )，( y ， I >) 
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的 （7 -有限性，必有 { A n } c S , ii { A n ) < oo ,{ B n } c T , u { B n ) < oo, 使 4 c 

oo oc / n \ / n \ 

U C U Bn •取五 n = ( U 4 ) X ( U 汉)，那么 { E n } 便是边是测度有 

n=l n=l \i=l / \i=l / 

oo 

限的矩形单调序列 ， mKEc \ jE n . 对于一般的五 e SxT , 由于 SxT = S ( P ), 

n=l 

所以必有 P 中的单调序列 {F n }, 使得 E C G F n = lim (习题 2.1.12). 而每 

n—^oo 

n=l 

个 K， 根据前面已经证明,有边是测度有限的矩形单调序列 { E nk }, Q E nk D F n . 

k=l 

记五 nfc = 人& x B n k ， 如果取 



那么 {E n } 便是边是测度有限的矩形单调序列，并且0 3五.这说明定义中 

的矩形序列确实存在.容易看出 { A (£； n f |^)} 是单加数列，因此 （ 3.5.6) 中 
极限存在（可以允许是 oo ). 

V . 证极限与矩形序列的选取无关，事实上，如果另有一列边是测度有限的 

OO 

矩形单调序列 {F n }, |J x 队.记 X f {E) = A(E 门 F n ) •由 

于五门凡 = lim ，所以 

m ― *oo 

X(Ef]F n )= lim X(Ef]E m f]F n ) ^ lim A(Wm), 

m ― ^oo m — >oo 

即 \{Ef]F n )^ X(E), 再令 n — oo 就得到 X f {E) ^ \{E). 如果将 { E n } 和 {F n } 
的位置对调就得到 \{E) ^ X f {E). 因此 （ 3.5.6) 唯一地确定了 \(E) 的值. 

VI . 证 A 是可列可加的测度.因为极限具有可加性,所以通过极限定义的 A 

OO 

具有有限可 加性. 任取 {F n } cSxT,F n f]F rn = 0(n^m), 记 E = |J F n , 由 

71=1 

A 的非负、有限可加性（因而有单调性)，显然 \{ E )^ 令 n — 00 ,得到 






.198 - 


第三章可测函数与积分 


另一方面,按定义, X ( E ) = lim A (五门五 n ). 然而对每个 n , 由于 


X ( Ef ] E n ) = X ( Ef ] E n ) f ] ( JF , E n f ] Q F 3 


n oo , 


a Q(F,n^n) 


又得到 \{ E ) 彡 £ A (巧) • 因此 \{ E ) = J 2 x ( Fj ), 所以 A 是可列可加 


的 a - 有限测度. 证毕 

以后我们所讨论的乘积测度空间 （X x x T,/x x 0 都是指由 a - 有限的 
测度空间 ( X , 5 ,/ x ), ( y , T , i /) 所产生的 a - 有限的乘积测度 空间. 

下面是非常重要的积分交换顺序定理. 

4 . Fubini (富必尼）定理 现在讨论重积分和累次积分的关系以及累次积 
分的交换顺序问题. 

设（ X , 乂 //), ( y , 7 >)是两个 a - 有限测度空间， ( XxY . SxT ^ xu ) 是它们 
的乘积测度空间.假设 E e S xT,E = Ax B,Ae S,B eT . 又设 f 是定义在 
E 上的函数,如果 / 是五上关于// XI /是可积的，积分 

/ f { x , y ) d\i x u ( x , y ) 

JE 

就称作 f 在 E 上的重积分，其实，它不过是测度空间 （X x y , S x T， M x 〃） 上 
的积分.积分号中 d/x x u ( x , y ) 常简写为 d/x x ia 积分前特别冠以“重”字是表 
明它是相对于下面的二次积分（又称累次积分）所讲的.如果存在一个〃-零集 
C 当 2 / e B - Bo 时，/〃⑷在 4 上关于//是可积的，记 


h ( y ) = / f y (x)diJi(x),y e B - B 0 , 
JA 


( 3 . 5 . 8 ) 


如果又存在上的可积（关于 〃） 函数 h ( y ), 使得 h ( y ) 与 h ( y ) 在 B - B 0 上几乎 
处处（关于 〃） 相等，那么（在多元积分中）就称％) = jjy ( x ) d ^ x ) 是 B 上 

可积函数,并规定/ h ( y ) du ( y ) = [ h ( y)dy (即不区分 / i ( 2 /) 和 h ( y )), 这就是说, 


h ( y ) du ( y ) =11 / d / xdi / 


f { x , y ) dji ( x ) du ( y ) 


( 3 . 5 . 9 ) 
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积分// / d / XdZ / 称作/在五上的二次积分.类似地定义 


Jj fdud/j, = J a (^J b f( x ^y) dly (y)^ d//(x). 


(3.5.10) 


它也是 f 在 E 上的二次积分 • 

显然，这里的重积分和二次积分概念是普通数学分析中的重积分和二次积 
分概念的一般化. 

定理 3.5.4 ( Fubini ) 设五是 （X x y , S x T , // x i /) 上的 a - 有限的可测矩 
形五 = /是五上的有限函数. 

⑴当/是五上关于/ XXI /可积函数时，那么/在五上的两个二次积分 
(3.5.9)、 (3.5.10) 存在,并且 


J /d/x xu = 

E 


//㈣ = // 

AB BA 


fdfidu. 


(3.5.11) 


( ii ) 反之,如果 f 是 E 上关于 （X x y , S x T ) 可测函数,而且 |/| 的两个二 
次积分# |/| di / d / x , JJ \ f \ d/jidu 中有一个存在，那么它的另一个二次积分以及 

AB BA 

二重积分/ fd ^ ixu 也存在,并且 （3.5.11) 成立. 

J E 


证 先对 M < oo,u(B) < oo 的情况来加以证明，并且不妨假设4 = 
X,B = Y. 不然考虑 （ ASHA / M )、 的乘积空间 （AxAPnWx 
( TC \ B)^a X V B ) 就可以了，其中 fi A 、 iy B 是把//、 P 分别限制在瓜 B 上的测 
度（见引理1的系). 

⑴第一步，假设 f^(XxY.SxT) 上某个可测集五的特征函数 xe •根 
据// x 1 /的定义，然 


XEd/i xu = fix u(E) = J u(E x )dii = JJ \e x (y)du(y)diJ J {x) 


=JJ XE ( x , y ) du ( y ) dii ( x ). (3.5.12) 

XY 


同样可证的重积分等于另一个二次积分. 

第二步,假设/是 （X x y , S x T , M x 0上非负的可积函数.这时，对任何 
自然数 k,EZ = XxY , E kn = Z ^ (n = 1,2,...，2 2fc ) •显然 
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n — 1 


外= -^ TXE kn 是一列非负的有界函数，而且仰 < 外 + I(k = 1,2,3,...) 


lim ( fk ( x , y ) = /( t ，2/) .由 Levi 引理 


fdjji x u = lim 


(^ fcd/x x v . 


(3.5.13) 


利用 (3.5.12) 和积分的线性，知道当 x 固定时, ^ kx ( y ) =外 ( x ， y ) 是 { Y , T , u ) 
上可积函数， ^ k { x ) = [ (^( x ，2/) di /(2/) 是( X , S , fjt ) 上可积函数，而且 


ipkdjji x u = J(pkduj d/x = y *(!"• 


(3.5.14) 


由于 OM 是非负、有界函数的单调增加序列，而且由 （3.5.13), (3.5.14) 又有 


lim / 0 fcd/x 


fdfi x v , 


由 Levi 引理， {-0 fc ( x )} (关于 //) 几乎处处收敛于可积函数 ^( x ), 而且 


/ d/x x v . 


(3.5.15) 


设 E * = X ( ip ( x ) = lim ipkix ) < oo ), 固定 x £ E Bt , <fkx = ( fk ( x , y)(k = 

k—oo 

1,2,3,...)是(^0上非负、可积函数的单调增加序列，并且/ ^ kx ( y ) du ( y ) = 
= 1,2,3,…）有上确界 7 p ( x ) < oo , 因此再由 Levi 引理知道{外^⑼}的 
极限函数 九 (2/) = /( X ， 2/) 是 （ F ， T , I /)上可积函数，而且 

/ f ( x , y ) du ( y )= lim / ( p k ( x , y ) du ( y ) = ip ( x ), 

J k-^oo J 

所以 / 几乎处处等于 ( X , S ,//) 上可积函数 ^( x ). 而且由 (3.5.15) 
得到 

f fdfi x u = f ( f fdu \ d / x . (3.5.16) 

JXxY Jx \ Jy J 

第三步，假设 / 是一般可积函数.这时只要对 /+,/- 分别讨论，因为 
J / + ( x , y ) du ( y ), J ~ f ~( x , y ) du ( y ) 都是上的可积函数，而且相应地 

(3^.16) 成立.再利用积分（重积分和二次积分）的线性，从/ = /+ - /-便 
得到 （3.5.16) 对一般的/也成立. 

同样,可以证明/ /( x ,2/) d / x ( x ) 是 ( y , T , u ) 上可积函数，而且 


fdjji x v 


/ d " di /. 
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⑻（注意，也假设 / x ( x ) < oo , i /( y ) < 00 ) 如果非负二元可测函数/的一个 
二次积分——例如/ ( 又存在，这时，对任何自然数#，作 [/W = 
min (7 V ,/), 它便是有界的二元可测函数，由于// x x y ) < 00 ,所以它的重积 
分存在，由⑴及 [/W < /便得到 

J [/] 7 vd/x xu = J (^J [/W/x) djy ^ J J /d/xdz/. (3.5.17) 


由 (3.5.17), {{ f } N } 的重积分序列有 上界. 对二元函数列 {{ f ] N } 应用 Levi 引理， 
便得到 [ f } N ( x ^ y ) 的极限函数 f ( x ， y ) 的重积分存在.再由⑴，另一个二次积分 
J (^J f ( x , y ) du ( y )^ d / x ⑷也就存在了，并且二次积分等于重 积分. 

X 对 1 于一般的二元可积函数/,分成/+,/_来讨论就行了.这样，在< 
oo , i /( y ) < 00 情况下证明了 （ ii ). 

对于一般情况，即对于 E 4 x B 是 a - 有限的情况.容易知道，存在 
{ A n } C 5, {^ n } C T , n ( A n ) < 00 , u ( B n ) < 00 ，且 Aif]Aj = 0, Bif]Bj = 

OO OO 

0 (i / j).\jAi = A , [jBi = B . 因此五 =| J ^ x Bj (如图 3.8), 并且 

i=l i=l ij 

(Ai x B 5 )^{ A k x Bi ) = 0, 只要 i 中有一个成立.在每个戌 x % 

上定理的结论已成立.再利用积分（重积分和二次积分中的每次积分）的可列可 
加性不难证明定理的结论在 E 上也成立.希望读者自己完成这部分证明. 



图 3.8 


系设五是 （X x x T，/x x I/) 的 /X x I/- 零氣那么对几乎所有的 X, 截 
口仄是上的零集.对几乎所有的2/,截 口砂是 ( X ,5,/ x ) 上的零集. 

证由于五 e S x T , 所以必有可测矩形4 x 使得 E C 4 x 并且 
A , B 分别是的 a - 有限集.又由于五是零集，所以它的特征函数 XE ( x ， y ) 
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在4 x B 上的重积分为零，由 Fubini 定理和 jy ( E x ) = / X E { x , y ) dv { y )^{ E y ) = 

JB 

[ XE ( A 2/) d / x (2/) 得到 

JA 

0 = /xx u ( E )= [ u ( E x ) dfi ( x ) = [ ^ E y ) du ( y ). 

JA JB 

因为被积函数 iy ( E x ) 、认 Ey ) 是非负的，所以 // X ^( E ) = 0的充要条件是 u ( E x ) 
关于 几乎处处为零或者 从 Ey ) 关于〃几乎处处为零. 证毕 

显然， Fubini 定理可以推广到多个测度空间 { X u Si ^ i){i = 1,2 ，…， A :) 的乘 
积测度空间 (Xi x … x X k ,Si x … x S k ,/M x … x 糾) 的情况,这里不再讨论. 

此外,读者还必须注意, Fubini 定理中 （ ii ) 的假设：/的绝对值函数|/|是二 
次可积,这个条件是不能换为仅仅/的二次积分存在这个条件的（可看下面的例 
1). 甚至/的两个二次积分均存在，并且两个二次积分的值也相等，也不能断言 
/的重积分是存在的. 

例 1 设 E * = [-1,1] x [-1,1] w 都取为 Lebesgue 测度•作 

/ 2 ? 2、2 , X 2 + 7/ 2 > 0, 

f(^iy) = < + y ) 

0 , x = y = 0, 

\ 

容易知道 f ( x , y ) 是 E 上 Lebesgue (二重）可测的，如果将两个变量 : r ， 2 /中 
的一个固定， f ( x , y ) 是另一个变量的连续函数,所以积分 


■1 (^ 2 + y 2 ) 


.1 ( x 2 + y 2 ) 2 


存在，由于被积函数是奇的，所以上面积分都为零.由此得到 


1 { x 2 + y 2 ) 


dy 


xy 

1 (T 2 +2/ 2 ) 


2^2 / ) dx = 0. 


但 f ( x ， y ) 在 E 上并不是 Lebesgue 可积的.不然的话，由/在五上可 积性； 便 
得到/在 [0,1] x [0,1] 上也应该可积,于是二次积分 

I (I W^? Ay ) dx 

就应该存在.但这是不对的，因为当 I / 0时， 


Jo ( x 2 +# 广 

它在 [0,1] 上不是 Lebesgue 可积函数. 


2 x 2( x 2 + 1) 
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例2设 （ iV , 丑， / x ) 是 §3.4 例8中的测度空间，那么 ( NxN . RxR ^ x ^ i ) 
上任何函数/必是可测，而/可积的充要条件是 


当/可积时，有 


i /(^ i)i < °°* 

(i,j)eNxN 


fdfix ii= ^2 ,(y). 


(3.5.18) 


证因为 R 是 N 的一切子集所组成的 a - 代数，易知 jRx 丑是 ATxAT 的 
一切子集所组成的代数,所以任何函数 f ( m ， n ) 必是可测的. 

如果取^ = [1，2,…， n ]， 易知五 n x E n (n = 1，2,3,…）是 iV x TV 的测度有 
限的单调覆盖，仿 §3.4 例7易知 


En X En 


f + dp x fi = fU 

i ， j=i 

n 

rdfi xfi=^2 厂 (u), 


(3.5.19) 


其中 f + ( hj ) = max (/( i , j ),0),/ _ ( i , j ) = max (-/( i , j )，0). 所以 / 在 AT x AT 上 
可积等价于 £ 都收敛，即等价于 

oo 

0=1 

当 / 可积时 ，在 （ 3.5.19) 中令 n 4 oo 便得到 （ 3.5.18). 

显然，如果作下面的对应： 

f ㈠ { f ( hj)\hj = 1，2,3广.}， 

那么/在 （AT x 7 V , 丑 x x //) 上的可积性等价于二重级数的绝对 
收敛性，并且/在 TV x AT 上的积分就是二重级数的和 • 

在上述对应之下，由 Fubini 定理立即可以得到^重级数求和的如下命题. 
如果二重级数£ ^ m , n 绝对收敛,那么级数 


乞乞 > m ， n | 、 乞 
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都收敛,并且 

oc oo oo oo oo 

〉: x m,n — 〉:〉: x m,n — 〉:〉： $ m ， n . (3.5.20) 

tn y n=l n=l m=l m=l n=l 

反之，如果 £ £ EE 1^1 中有一个收敛,那么二重级数 f > m，n 

n=l m=l m=l n=l m,n=l 

必绝对收敛，自然 (3.5.20) 就成立. 

这里所谓二重级数绝对收敛,就是指级数 f | x m , n | 当 fc — oc 时有极限. 

如果从积分的观点看二重级数的绝对收敛 Si 可以得到下面的命题. 

设 { E k \k = 1,2,3,…}是 TV x TV 中任何一个集的单调序列，并且 NxN = 

C \ E k , 那么，绝对收敛的二重级数的 lim V | x m , n | 不依赖于 

k=l m,n=l (m,n)eEk 

{ E k } 的选取. ^ 

因此，二重级数的绝对收敛定义，可以从任何一个满足 iV x AT = (3 及^的 

fc=l 

单调序列 { E k } 出发.显然一个绝对收敛的二重级数£ x m , n 的和4也是不 
依赖 { E k } 的选取的，即 


A = 


lim 

fc—oo 


Y1 x 

(m,n)G-Efc 


例如，当取 私 =[1,2, …， fc ] x [1，2, … ， fc ] 时,称为二重级数的正方形求和 
法；当取= {( m , n )\ m 2 + n 2 < A ; 2 } 时，称为圆形求和法；当取 


Ek = {( m , n)\m + n k } 


时,称为三角形求和法等. 

5. 乘积测度的完全性 我们注意，即使 （ X ， S ,/ x )、（ F , T ， i /) 都是完全测度 
空间，但是 (X xY,S xT , fixu ) 未必是完全的. 

例如，在二重 Lebesgue 测度空间 ( E 1 x E 1 ， L x L,m x m ) 上取集 4 x 五，其 
中 4 是 [0, 1] 中 Lebesgue 测度为零的集，五是[0, 1] 中 Lebesgue 不可测集.显 
然4 x 五 c 4 x [0,1] € [ x I ,即4 x 五是零集4 x [0,1] 的子集.但是当 xeA 
时， S X (A x 五）=五，即集 A x E 存在不可测的截口，所以4 x EeL x i ： •在§ 2 . 4 
中所讲的平面 Lebesgue 测度却是完全 测度. 所以二重 Lebesgue 测度 m x m 和 
平面 Lebesgue 测度之间是有差别的.又显然这两个测度在 LxL 的每个集上是 
一^致的. 

这两个测度的差别就是在于一个是完全的,另一个是不完全的.将乘积测度 
完全化以后，就是平面 Lebesgue 测度了. 
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一般说来， ( XxY , SxT , fixu ) 并不完全.我们可以仿照 §2.3 的方法把它 
扩张成完全测度.记扩张后的可测集全体为 （S x T )*， 而把扩张后的测度仍记为 
/ XXI /,这时 （X x y , (S x T )*,/ xxi /) 就是完全的测度空间. 

定理 3.5.5 设 { X , S ， A 、 都是 a - 有限的完全测度空间，如果五 G 
( SxT )\ 那么，（关于 //) 几乎所有的 x e X ，截口仄€ 同样，（关于0几乎 
所有的2/，截口砂€ S . 

证⑴先设 M x ^( E ) = 0. 由于 S(S x T ) = S x T ， 根据定理 2.3.4, 必 
有4 e S x T , 使得 /x x v { A ) = 0,而且 E C A . 由于 E C 為私 C 人.从 
[i x u ( A ) = 0,根据定理 3.5.4 的系就得到（关于/ X )几乎所有的 I G X ,截口 
4的测度为零.但是 P 是完全的， 所以仄 G T . 同样地（关于 〃） 几乎所有 
yeY.Ey es . 

(2) 对一般的 Ee(Sx T )*, 根据定理 2.3.4, 必有 B S x 使得 E C B , 
i j J xiy ( B - E )= 0. 这时 A = B - Ee(Sx T )*, 而且 /x x v ( A ) = 0•由（1)，对几 
乎所有 z € X , A x eT , 但是 BeSxT , 所以对一切 x , B x G T . 由于五 = B - A , 
所以 E X = B X - A x , 因此对几乎所有: c , & e T . 

2/- 截口的情况完全类似. 证毕 

系 设( X , //) 、(17>)是两个 a - 有限的测度空间， /( rr ,2/) 是( X xF , (Sx 
Ty ^ xu ) 上的 E 上可测函数，那么（关于 //) 几乎所有的％截口 九 是仄上 
可测函数，同样（关于 I /)几乎所有的％截 口尸是 ( Ey ) 上可测函数. 

证⑴ 先设 f 是 E 的某个可测子集五 i 的特征 函数： 由定理 3.5.5, 存在 
//- 零集 Ao , 当 成 4。时，仄是 ( y , T ) 上的可测集，又存在 / X - 零集当 
时，五 hr 是 ( Y , T ) 上的可测集.对于成 A ) LUi ( M - 零集)，因为 fx ( y ) = /( A 2/) 是 
可测集的特征函数，因而是可 测集仏 上的可测函数. 

同样可证除去一个 I /-零集， fy ( x ) = f ( x , y ) 是砂 上的可测函数. 

( ii ) 由⑴易知，当/是五的某些可测子集玢，…，五 n 的特征函数线性组 
合函数时，系成立. 

( iii ) M E 上一般可测函数/,必存在五的可测子集的特征函数线性组合的 
序列 i / n }, 使得 lim f n = f (处处收敛).对每个 n , 由⑻, 存在 / X - 零集人，当 

n—^oo 

oo 

xeA n Ht , fnx ( y ) = fn ( x , y ) 是 E x 上可测函数.因 而当成 |J 4(/ X - 零集) ，仄上 

可测函数列 { f nx } 处处收敛于九， 因此九是仄 上可测 ii . 同样可证对几乎 
所有 y , fy 是 E y 上可测函数. 证毕 

由此立即得到 
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定理 3.5.4 ( Fubini ) 将定理 3.5.4 中 （X x S x T ， // x 0换为完全测度 
空间 （X x y , (5 x T )*,/ xxi /), 其余假设不变时,定理 3.5.4 的结论都成立. 

6. 平面上 Lebesgue-Stieltjes 测度和积分 设仍、仍都是直线上单调 
增加右连续函数， X , y 分别表示平面上的: c - 轴和 2/- 轴.按 §2.4 和 §3.3, 易知 
( X , L 9\ gi )^( Y , L ^, g 2 ) 不仅是两个完全测度空间,而且可在它们上面建立积分. 
如再按本节中第1 - 4小节的办法，那么就可引入 （X x y , L ^ x L^\ gi x g 2 ) 
(通常称 做乘积 Lebesgue-Stieltjes 测度空间） 及其上积分，并有相应的结论. 
再按本节第5小节就得到 （X x Y , ( L ^ x L^)\ gi xg 2 ) (通常称 做完全的乘积 
Lebesgue-Stieltjes 测度空 间). 一般说来，自然有[仍 x [仍# x L ^)\ 

特别地，当仍、仍都是直线上 Lebesgue 测度（即 9 l ( x ) = %仍⑼= 2/) 时, 
相 应地称 （X x F，I x I , m x m) 、（X x F ，（1 x 1)*, m x m ) 为乘积 Lebesgue 测 
度空间和完全的乘积 Lebesgue 测度空间. 容易证明 （X xY^Lx L )*, mxm ) 
就是 §2.4 的第6小节中 （n = 2的情况）所介绍的平面说类上 Lebesgue 测度， 
再经 Caratheodory 条件扩张后所得到的完全测度空间. 

另夕卜，就平面上 Lebesgue - Stieltjes 积分而言，除了上述建立在乘积 Lebesgue - 
Stieltjes 测度空间基础上的积分夕卜，还有一种更一般的 Lebesgue - Stieltjes 积分： 
设 机 x , y ) 是二元函数，固定一个变元,是另一个变元的右连续函数，并且对 
平面上任意有限矩形五= ( a , 6] x ( c , d ] 满足 

A = d ) — -0(6, c ) — ip ( a ^ d ) 4- ip ( a , b ) ^ 0. 

如规定 m = a , 可仿直线情况证明（当然要用平面开覆盖定理)， m ) 是平 
面上环 ilo 上的测度也因而由第二章测度延拓定理又可得平面的完全测度空间 
( E 2 , 丑其中 E 2 = XxY . 

特别地，当 4 ( x ， 2 /) =仍⑷仍⑼时 ， = (Xx Y ,( L ^ x L^)\ gi x 
92 ). 但必须注意，对一般的 机 x , y ), 在 ( E'RD 上没有累次积分概念，因而不 
存在 Fubini 定理. 


习题 3.5 


1. 证明矩形满足下面 性质： 

( i ) 矩形五是空集的充要条件是它的边至少有一个是空集. 

( ii ) 如果 Ei = AiX Bi(i = 1,2) 都是非空矩形，那么五 i C 五2的充要条件是 A C 

A 2 , Bi C B 2 . 特另 Ij 地 ，五 i = 五2的充要条件是= 4 2 , =丑2. 

( iii ) 如果 E = Ax B,Ei = AiX Bi(i = 1,2) 都是非空矩形，那么 E = E 1 \jE 2 而且 
E l f]E 2 = 0 的充要条件是下面两个情况之一必然发生： 1 °.A = A l \JA 2 ,A 1 f]A2 = 0，且 
B = Bi = B 2 ] 2° .B = Bi |J B2 , ^1 P| ^2 = 0 ， 且 A = Ai = A 2 . 
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2. 证明定理 3.5.2 的证明中所列“截口”运算的性质⑴， （ ii ). 

3. 设 A 是直线上 Lebesgue 可测集，证明平面五 1 x 五 1 上的集五={(% y )\ x - yeA } 
是 （丑 1 x E 1 , (L x L)*,m x m ) 的可测集.特别当 m ( A ) = 0时，那么 m x m ( E ) = 0. 

4. 证明： 将习题 3中集五 换为丑 i = {{ x , y )\ x - ayeA } (a 是常数）时，习题 3 的结 
论仍成立.如果将 Lebesgue 测度换为直线上一般测度时如何？为什么？ 

5. 当 /，/ i 是直线上 Lebesgue 可积函数时，证明函数 

/ +oo 

f(t - x ) h ( x)dx 


是 （- oo ,+ oo ) 上 Lebesgue 可积函数，并且= f - h . 又如果当 /，/ i 中有一个是有界 
(不一定可积)，另一个可积，那么 （/ * / I )⑷是 t 的连续函数. 

又问，如果将 Lebesgue 测度换为一般测度，上述结论是否成立？为什么？ 

6. 如果 f ( s , t ) 是有限矩形 [ a , b ] x [ c , d ] 上的 Lebesgue 可积函数.证明必可用 （ i ) 平面 
上阶梯函数 ®，（ ii ) 平面上多项式， （ iii ) 平面上三角多项式按积分逼近，即对任何 e > 0必有 
上述三类函数中的每一个类中的一个函数 A 使得 



|/ — < f\dxdy < e . 


7.设 P 是平面上左下开右上闭矩形全体，丑 0 = S ( P ), S ( P ) 称为平面 Borel 集.证明， 
平面上开圆、闭圆、三角形、开平行四边形、可列集、扇形等均为 Borel 集. 


8. 用 §3.2 习题15来证明定理 3.5.5 的系. 

9. 设 k ( x , y ) 是按平面 Lebesgue 测度在[0, 1] x [0,1] 上的可积函数，固定 y ， fc ( x ， y ) 是 
x 的连续函数，问函数 



k ( x , y)dx 


是否是 [0,1] 上连续函数？ 

10. 习题6对于无限矩形是否正确? 


11. 习题6如何推广到两个 Lebesgue - Stieltjes 测度的乘积测度的情况？ 

12. 证明 （五 1 x E\(L x L )\ mxm ) 就是§ 2 . 4 第6小节中 (n = 2 的情况）所引人的 
平面 ilo 上 Lebesgue 测度按 Caratherdory 条件扩张所得的平面上完全测度空间. 

13. 设4是 E 1 x E 1 上二元函数，固定一个变元时，它是另一个变元的右连续函数，并 
且对平面上任何有限矩形五= ( a , 6] x ( c , dj , 满足 


A = d ) — c ) — -0( a , d ) + b ) ^ 0, 


证明：当规定 0( E ) = △时, 科 E ) 是 R 0 上测度. 
①在有限个有限矩形上分别为常数. 
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§3.6 单调函数与有界变差函数 

在这一节中我们将讨论两个密切相关的函数类——单调函数类及有界变 
差函数类.一方面是由于经常用到它们，同时也是为 §3.7 讨论积分与微分的 
Newton-Leibniz 公式做准备.下面将从连续性、可微性以及可积性方面来讨论 
这两个函数类. 

1. 单调函数 单调函数是一类重要函数，在第二章测度论中我们就用过它 
了. 

定义 3.6.1 设/是定义在实直线五 1 中点集4上的有限函数，如果对4 
中的任何两点 工1 ，工2， 当 : Ti < $2时，不等式 

/㈤ < f ( x 2 ) (3.6.1) 

成立.就称/是乂上的单调增加函数.如果 / On ) < f ( x 2 ) 成立,就称/是4上 
严格单调增加函数.如果当 A < x 2 时,不等式 

/( Xi ) ^ f ( x 2 ) (3.6.2) 

成立.就称/是乂上的单调下降函数.类似有严格单调下降函数的概念.单调 
增加或单调下降的函数,统称为单调函数. 

和数学分析中一样，对任一函数（不必单调)/,如果/在 xo 点的右方极限 
/( x o + 0) 存在，就称 f ( x o + 0)- f ( x o ) 为 f 在 x 0 点的 右方跳跃度, 类似地定义左 
方跳跃度. 如果右（左）方跳跃度为0,称/在点右（左）方连续.又称 x 0 为 f 
的右（左）连 续点. 如果 /( x 。 + 0)， /( x 。- 0) 都存在，但 /( X 。+ 0 )， /(xo - 0)， f ( x 0 ) 
不全相等,就称: ro 是/的第一 类不连续点. 如果/的一个不连续点不是第一类 
的，就称为第二 类不连续点. 

下面是有关单调函数连续性的定理. 

定理 3.6.1 设/是 [ a , 6] 上单调增加函数,那么 
1° /的不连续点全是第一类不连 续点； 

2° /的不连续点全体最多是可 列集； 

3° /在不连续点的左、右方跳跃度都是非负的，并且所有跳跃度的总和不 
超过/⑼ -/( a ). 

证1°对卜 ,6) 中任何点 xo , 证明 /(xo + 0) 存在：因为 xo e [ a , &), 所 

以总存在自然数 AT , 使得当 n > AT 时 ， xo + i G [ a ,6), 由函数单调性，便知道 

n 

{ f(xo + -)} 是单调下降数列，并且有下界(例如/(吻+ /( xo ) Y 因而有极 
n \ n J 
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限，记它为 T , 显然 T 彡 f(x 0 ). 现在来证明 T 就是 /(Xo + 0). 事实上，对任何 
e>0, 必存在 AT 。, 使得 


0彡 / ( $0 + 


忐 ) - 


T <6, 


因此对任何 x G yXo 5 x 0 H~ j^~J J 


0 < /㈤ - T < / ($0 + 是 )- 


< £, 


这就是说 f ( x 0 + 0) = T . 

类似可以证明，对任何 x 0 e ( a , 6], f ( xo -0) 存在. 

2°从1°的证明中可以看出 f(x - 0) < f ( x ) ^ /(x + 0) 对 （ a ，&) 中一切 
x 成立，而/⑷< /(a -h 0),/(6 - 0) ^ /(6) 成立. 所以对 [ a , 6] 上任何一点, 
它的左、右方跳跃度总是非负的.记/的不连续点全体为五.设 c > 0, E C = 
E { f{x + 0) - f(x - 0) ^ c ). 现在来证明五 c 是有限集：任取 艮中 p 个点 
xi , ••- , x p , 不妨设 

a ^ xi < • • • < ^ 6, (3.6.3) 

再取分点{&}，使得 Xi <^i < = 1,2,3, l，Co = a，( p = &• 由函数 / 

的单调性和& < A < &, 显然有 / fe - i ) ^ f(xi - 0) ^ f(xi + 0) 彡 f ⑹，所以 

m) - / te - i ) ^ f(xi + 0) - /(而 _ 0). (3.6.4) 


于是 


c p ( y^(/(^+o) - /(a - o )) 彡 y^(/te) - /te-i)) 

i=l i=l 

=/ ⑸- ■ = m - / ⑷， 

因此 P < -(/( b )- /( a ))， 所以 E c 中点的个数必是有限的.又因为对任何 xeE, 

° , - 

必存在自然数 n , 使得 f(x-h0)-f(x-0) ^ 所以 x e Ex, 这就是说 E = \^J Ex 

Tl n 几 一 1 

是可列个有限集的和集，因此，五最多是可列集. n " 

3。将 E 1 中点全部编号成 {u n }, 对任何自然数 p , 将 wi , … ， w p 按大小顺序 
排列,并改记为 A ，…， x p , 和 （3.6.3), (3.6.4) 一样，得到 

y^[/ ( u i -f 0) - /(ii-i — 0)] = y^[/ (xi +0) — f(xi — 0)] 

2=1 2=1 

</(&)-/ ⑷， 
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再令 p — oo , 就得到跳跃度的总和 

^ [ f{ x i + 0) - /(xi — 0)] < f ( b ) - / ⑷. 

XiEE 

证毕 


关于单调函数的可积性,有如下定理. 

定理 3.6.2 设/是 [ a , 6] 上单调增加函数,那么,/在 [ a , 6] 上必是 Riemann 
可积函数. 

证因为/的不连续点全体是可列集，因而是 Lebesgue 测度的零集,根据 
Riemann 可积的充要条件（参见定理 3.4.2) 便知道/是 Riemann 可 积的. 证毕 

系 设/是 ㈤ 6] 上的单调增加函数，那么/是 Lebesgue 可积函数. 

对于单调下降函数也有类似结果,这里不再复述了. 

2. 单调增加的跳跃函数 为了更好地描述单调函数的不连续点的情况，我 
们引入一种典型的不连续的单调函数——跳跃函数. 


Heaviside 函数 9( x ) 

呤 H ! 1 ， x>0 ， 

\o, x<0, 

这个函数在 x = 0 点是左方连续的，但并不是右方连续的，在 X 
跃度为1 (如图 3.9 ⑴). 


0点的右方跳 


1 < 

y 

0(x) 


o { 

X 


( 1 ) 



y 

1 4 

( e,(x) 

1 . 


o { 

X 


( 2 ) 


另作函数 


图 3.9 


0 i ( x ) = 


[ 1 , x^O, 
[ 0, x < 0, 


在 : r = 0点是右方连续的，而不是左方连续的，左方跳跃度也是1 (如图 3.9 
(2)). 这两个函数适合 关系： 


6 i ( x ) = I — 6(— x ). 
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定义 3.6.2 设 {\ n \n = 1,2,.*. , p },{/ x n |n = 1，2,… •， p } 是两个给定的数 
组，其中 p 是有限的或是无限的（当 p = oo 时， { A n }、 { yi n } 表示数列)，而且 

p 

y ^([ A n | + \ fi n \) < oo . 又设 { x n \n = 1，2，... ， p } 是在 [ a ，&] 中给定的 p 个点，称 
¥函数项级数所表示的函数 

p p 

^f(x) = ^2 ^nO{x ~ 3 ： n) + ^ ^nOl(x - X n ) (3.6.5) 


为跳跃函数. 

容易看岀，级数 （3.6.5) 是一致收敛的.特别地，如果 A n ^ 0,/ x n ^ 0 (n = 
1，2,…， p )， 由于级数中每项都是单调增加函数,所以 p ( x ) 也是单调增加函数. 

一般地，若对任何数 a , 记 = max ( a , 0), a _ = max (— a , 0), 那么 a = a + — 

a ". 对给定的级数 （3.6.5), 作 

p p 

^ Pl (^) = X n ° i x - ^ n ) + 51 - X n ), 

n=l n=l 

V V 

X n 6 ( X + XI ^ n ° l( X -〜)， 

n=l n=l 

那么，外、内都是单调增加函数,而且 P = (^1-(^2. 也就是说,年何一个踯 啄函窣 
^ 单可以奉示球两个增如昀踯 跅學窣 昀拳. 

V P 

定理 3.6.3 设 if ( x ) = ^2 ^ n 0 (x - x n ) -h ^2 - $ n ) 是 [ a , &] 的上跳 

7 l = l TL— 1 

跃函数.如果|、| + |/ x n | 一 0 (n = 1,2, … ， p )， 那么 
1 。 p 的不连续点全体 £* = { x n \n = 1，2，... ， p }; 

2°每个: r n 都是 p 的第一类不连续点,并且 ^ 在; 的右方跳跃度是入 n , 
左方跳跃度是 

证 整个证明的关键是证：当 x / x n (n = 1,2,…， p ) 时, x 必是 p 的连续 
点.这一点证明如下：当 P < oo 时是显然的.不妨设 P = oo . 

N N 

TS ^PN — > : A n ^(x — X n ) > : l^n^l _ 工 = 1 ， 2,3，...) • 由于 {^iv} ~~ " 

致收敛于％ &以对任何 e > 0, AT 0 , 当 AT > AT 0 时， 

£ 

\^ Pn ( x ) - ^ p { x )\ < x G [ a , 6], (3.6.6) 

又由于 : r / x n (n = 1,2,3, •• •), 所以存在 <5 > 0,当 - 糾 < <5时， 

IWoW - Wo(^)l < (3.6.7) 
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由 (3.6.6), (3.6.7) 立即得到 


|p(x) - ^)\ < \^){x) - ^7Vo(a：)| + \(PN 0 (x) - (fN 0 (x f )\ 


+ 1 卽 0 (〆 ） 一 OI 


SEE 
< -H - h - 

3 3 3 


即: r 是 p (: r ) 的连续点. 

利用这个事实,立即得到 1 。, 2 °.事实上,对任何 n , 

( fix ) - X n e(x - x n ) - fi n 0 i ( x - x n ) 

=^2 ^ k °( x ~ Xk ) + 叫 0 认 x — 抑))， 
k 

其中表示除去第 n 项外的一切项求和.根据前面所证，点〜是跳跃函数 

k 

( fn ( x ) = ^( Afe 6 >(x - X k ) + / Xfc 6 > i(x - X k )) 的连续点.可是: 2 ^ 不是 \ n 0 {x - X n ) + 

fl n 0 l ( x - X n ) 的连续点,所以 X n 不是的连续点.又由于 <( X n + 0 ) = ^ P f n ( x n ) = 
^ n (^ n - o ), 所以 ( f ( x n -{- o ),( f ( x n - o ) 必 存在. 并且由于 x n e ( x - x n )-\-^ n e 1 ( x - x n ) 
在点 的右(左)方跳跃度为 A n (/x n ). 所以 if ( x ) = A n 0(x-x n )+/x n ^i(x-x n ) + 
(// n ( x ) 在 x n 点的右（左）方跳跃度也为 A n (/ x n ). 证毕 

下面是单调函数与跳跃函数的关系. 

定理 3 . 6 . 4 设/是 [ a , 6 ] 上的单调增加函数， {〜} 为/的所有不连续点, 
作 

( f ( x ) = + 0 ) - f ( x n ))9 (x - X n ) 

n 

+ ^^(/(^n) — f(^n — 0))^1 (x — X n ), 

n 

那么 p 是单调增加函数，而且 〆 X ) = /( x ) - p ( x ) 是 [ a ，&] 上的单调增加的连续 
函数. 

证根据定理 3 . 6 . 1 的性质 3 °， 

(/ i x n + 0 ) - / (x n )) +(/ {x n ) — f(x n — o)) 

n n 

</(&)- / ⑷， 

所以 p 是一个单调增加的跳跃函数.又根据定理 3 . 6 . 3 , ^的不连续点全体就 
是 {*^ n } 5 而且 ^{ p^n + 0 ) _ ^- pip ^ n ) = f { p^n + 0 ) _ f ( x n ), ^{ Xn ) _ ^(*^n _ 0 ) = 
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f (^ n ) — /( x n — 0). 因此 

g{x n + 0) - g(x n ) = f(x n + 0) - f(x n ) - {(f{x n + 0) - ^p{x n )) = 0, 

9{p^n) _ 9{p^n _ 0) = f (x n ) — f {x n — 0) — (ip(x n ) _ ^p{x n — 0)) = 0, 

即 x n 是 g 的连续点.然而除 { x n } 外的点都是/和 p 的连续点，自然也是9的 
连续点.所以 g 是 [ a , 6] 上连续函数. 

再证0是单调增加函数•设 《 e M 显然，当 c < X n 时，以 C - X n ) = 
- X n ) = 0. 而当 ^ = X n 0 t , 0 (^ - Xn) = 0,^1 - X n ) = 1, 因此 

^(0 = > : { f{ x Ti + 0) - f { x n ))0(^ — Xn) 

怎71 

+ (/( 工 n) — f ( 工 n - 0))^1 — x n)- 

这就是说 WO 的值就是/在 [ a , 幻上所有不连续点跳跃度的总和（当（是/的 
不连续点时，这时只计算在 （ 点的左方跳跃度)，因此，当 C < €时， - WC ) 
正是/在上所有不连续点跳跃度的总和（当(:是/的不连续点时,只计算 
C 点的右方跳跃度)，又根据定理 3.6.1 的3°,便得到 

*) 1 ( c ) </( o -/( c )， 

这个不等式等价于 〆 c ) < 飧)，即 〆 岣是 [ a , &] 上单调增加 函数. 证毕 

3. 导数、单调函数的导数 现在转到单调函数的微分性质的讨论.为此先 
将数学分析中在一点的导数概念作更细致地考察. 

定义 3.6.3 设/是上的有限函数，: r。e [ a , 6], 对任何收敛于零的数 
列 { M ， 如果极限 

/(3：o + h n ) — f(xp) 
n—oo h n 

存在（这里极限值可取士 00 ), 记为 D { hn } f ( xol 称它是/在 X 0 点的 一个导出数， 
特别地，当 / i n > 0 (n = 1,2,3,…）时，称 D { hn } f ( x 0 ) 是/在 x 0 点 的一个右方导 
出数； 当 / i n < 0 (n = 1,2,3,…）时，称 D { hn } f ( x 0 ) 是/在 x 0 点的 一个左方导出 
数 .记/在: ro 点的右方导岀数的上确界为 D + f ( x 0 ), 下确界为 D ^ f ( x 0 ), 分别 
称 D ^ f ( x 0 ), D + f ( x 0 ) 为 f 在 x 0 点的 右方上导数、右方下导数. 类似地定义在 
x 0 点的左方上、下导数,记左方上、下导数为 B - f ( x 0 ), B ^ f ( xo ). 

例 1作函数 

: r / 0， 
x = 0, 
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这个函数在 x = 0 点有不止一个导岀数，如果取心=―^,易知 D { hn } f (0) = 

2 nn + - 

00 ；如果取 K = ---元，易知 B ^ yf ( O ) = - 00 , 事实上，可以证明，对任何 

2tiji — — 

A,-oo < A < + 00 ,我们总可以取适当 { h n }, 使得 D { hn } f (0) = A . 也就是说，/ 
在 x = 0点导岀数全体是 [-00, +00]. /在 x = 0点的左方或右方导出数全体也 
是 [- oo ,- hoo ]. 

对于一般的函数,有如下导出数的定理. 

定理 3.6.5 (导出数存在定理） 设/是 ( a ， b ) 上任意一个有限函数，对任 
何 a G ( a ,6), 函数/在 x 点的左（或右）方导出数 存在. 

证设 {/ in } 是一列收敛于零的正数,考察数集 

f /(x + h n ) — /( x ) 1 
I K 

如果它有界,根据 Weierstrass 定理,必可从 { h n } 中抽出子序列 { h Uu }, 使得极限 

lim 办 + 卜)-’ _ (5) - (3.6.8) 

存在而且为有限值.它就是 D { hnu } f ( x ). 如果上述数集无界，也可从{心}中抽 
岀子序列 {/ inj , 使得 （3.6.8) 的^限为 + oo 或-00,这时，/在 X 点存在一个无 
限的右方导出数. 

同样可以证明左方导出数也存在. 证毕 

读者还可以证明函数/在一点的左（右）方导出数全体成为一个闭集，因此 
D +/( x ), D +/( x ), D ~ f ( x ), D . f ( x ) 都是: r 点的右、左方的导 岀数. 

定义 3.6.4 设/是上的有限函数，如果在 x 点的一切导出数相等, 
就称/在 x 点具有 导数， 记导岀数的公共值为 f ( x ). 并称 f ( x ) 为 f 在 x 点的 
导数. 如果在 x 点导数存在并且导数是有限值，称 x 为/的 可微分的点. 

显然，函数/在: r 点导数存在的充要条件是 D + f ( x ) = B + f ( x ) = D ~ f ( x ) = 
D - f ( x ). 

例 2 符号函数 /( x ) = sgnx , 在 x = 0点具有导数，尸⑼= oo . 读者注意, 
此时/在 : r = 0点并不连续. 

由此可见,我们这里的导数概念和数学分析中导数概念略有差别.数学分析 
中所说的导数存在的含义是不仅要求导数存在，而且要求导数是有限的，即可微. 
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定理 3.6.6 设/是 [ a ，6] 上的有限函数，点 x € [ a , 6], 那么/在点 x 具 
有有限导数的充要条件是存在有限数尸 Or )， 使得对任何 e > 0,存在5 > 0,当 
x ' e [ a , 6],0 # 6 时，有不等式 

/⑷- f ( x ’) — 广⑷ < £ . (3.6.9) 

x — x 


读者可以自行证明这个定理. 

现在考察单调函数的可微性.我们要引入一个概念，为简单起见，先考察连 
续函数情况. 

定义 3.6.5 设0是 [ M ] 上的连续函数 ， x e ( M ), 如果有 C e ( X ，6)，使得 

9(^) < 9(0， (3.6.10) 

称 x 是 g 的右受控点,简称为右控点.同样可定义: r 是 g 的左受控点,简称为左 
控点. 

例如，当 g 是 [ a , 6] 上严格单调增加连续函数时, ( a , 6) 中所有点都是 g 的右 
控点； 当 9 是 [ a , 6] 上严格单调下降函数时， ( a , 6) 中所有点都是 g 的左控点.又 
如 [-1,1] 上的函数 〆 x ) = x 2 ,x = 0 是它的左控点，又是它的右控点. 

引理 1 ( F . Riesz (里斯 )） 设 〆 x ) 在 [ M ] 上连续,那么0的右控点（相 
应地左控点）全体是一开集.又如果 {( a k , b k )} 是构成区间集,那么（如图 3.10) 



g { a k ) < g ( h ). 


(3.6.11) 


(相应地 


g(h) < gi^k))- 


( 3 . 6 . 12 ) 
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证记0的右控点全体为任取 x G e E ， 必有€ > X G , 使 （3.6.10) 成 
立•由9的连续性知道，必存在5 > 0,使得 a < xo - 5 < xo + 5 < $而且当 
x G (xq — 5, a :。 + J ) 时， 


g ( x )< 此). (3.6.13) 

所以 （: To - <5, $0 + (5) 中一切点都是右控点.即: To 是五的 内点. 因此五是开集. 
设{(%&)}是五的构成区间集，我们 证明： 当 X e (叫 A ) 时， 

g ( x ) ^ g ( b k ). (3.6.14) 

假如不对，必有: r 0 e (a k ,b k ), 使得 g(x 0 ) > g(bk)- 由于是右控点，所以有 
i> x 0 ,g(x 0 ) < 分(0•在 i x o , b ) 中这种《的上确界记为: ri . 显然 g(xi) ^ g{x 0 ), 
所以 A 一 I 我们说不会有 k <❸，不然便有 g(b k ) < g(x 0 ) ^ 就有 

b k <^<b, 使得 g{b k ) < g(& 从而 h 是右控点，这就与假设 h 是 E 的构成区 
间端点（从而 b k eE ) 相矛盾.但又不能有 A < 不然由 Xo < Xi < b k , 得到 
Xi e E , 因而又要存在 € > $ 1 ，使得 g(x 0 ) ^ g(xi) < g 这又与假设: ri 是适合 
g{x 0 ) < g{0^o < € 的 C 的上确界 矛盾. 所以 (3.6.14) 成立. 

在 (3.6.14) 中令 x — afc . 便得到 (3.6.11). 同样可证左控点全体是开集，并 
且 （3.6.12) 成立. 证毕 

我们后面要用到的实际上并不限于9为连续函数，因此要有下面的概念. 

定义 3.6.6 设0是 [ a ，6] 上函数,不连续点都是第一 类的. 对于 x e ( a , 6)， 
如果有 （e Or , 6), 使得 

max ( g ( x ) J g(x - 0), g ( x - h 0)) < g (^), (3.6.10’) 

称 x 是 g 的右 控点； 类似地,如果有 C G ( a ， x ) 使 （3.6.100 成立,就称 x 是分的 
左 控点. 

为了方便起见，对 [ aj 上最多只有第一类不连续点的函数仏作？如下：当 
x G ( a , 6) 时 g ( x ) = max ( g ( x ), g(x - 0), g(x -h 0)). 规定？ ( a ) = 々 (a + 0)， 歹⑼ = 
g ( b - o ). 

引理 1' ( F . Riesz (里斯 )） 设 g 是匕6]上最多只有第一类不连续点的函 
数，那么 g 的右控点（相应地左控点）全体五是开集.又如果 {{ a k , b k )} 是五的 
构成区间，那么 


(相应地 


9( a k +0) ^ g ( b k ) 
g[h - 0 ) ^ g(a k )). 


(3.6.11，) 


(3.6.120 
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证任取 x 0 e 五，必有€ > x 0 , 使得(3.6.10 , )成立.取0 < e < 0(0 — 趴工 0)， 
由 ^( x 0 - hO ), g ( x 0 - 0) 存在性知道，必存在5 > 0,使得 a < x 0 - 5 < x 0 + < ^, 
而且当6 (To — (5, To + (5) 时， 


g ( x ) < g ( x 0 ) + €. 


因此，对任何 X e ( x 0 - S , x 0 + S ), 

g ( x ) = max (^( x),^(x + 0),^( x -0)) ^ g ( x 0 ) +£ < 々(0. 

这就是说 （xo - S , x 0 +5) 中每点都是右控点，由此 可知五 是开集. 

设 ( a k ， h ) 是 E 的构成区间，我们来 证明： 当 : c e (叫 ,6 fc ) 时， 

g ( x ) ^ g ( b k ). (3.6.140 

假如不对，必有点 xo e ( a k , b k ), 使得 g ( x 0 ) > ?如).由于 x 0 是右控点，所以 
必有€ > xo , g ( x 0 ) < 9 ⑹.记 ( x 0 ,6) 中这种《的上确界为取一列这种 
Cn -> xi , 显然 g ( x 0 ) ^ ^ g ( xi ). 由于 g ( x 0 ) ^ g ( x 0 ) > d ( h ), 得到 

?( x !) > g ( b k ), 所以 a JX 我们说不会有心 < A ， 不然便有某个 《 n ， 使得 
g { b k ) < g { x 0 ) < g ^ n ). 而且 h < & < b ， 即 b k G 这就与 b k 是 E 的构成区间 
端点的假设矛盾.但是也不会有 : Ti < bfc , 不然由 Xo < Xi < bk 推出 : Ti e E 1 , 因 
而存在 € > Xh 使得 g ( xi ) < 夕⑹，即有 Xo < X ! < g ( x 0 ) ^ g { xi ) < 分⑹.这 

又与假设 $ i , 是 ( x 0 ,6) 中适合 : ro < $ ?(吻 ） k g (0 的€的上确界相矛盾，所以 
(3.6. U f ) 成立.注意,尽管巩 x ) 的值在 x = & 和 x e ( a ，&) 点的定义方式有点差 
别,但对&也是某个构成区间 ( a k ， b k ) 的右端点时，这种情况的 (3.6.140 的证明 
已被包含在上面的证明中了. 

在 （3.6.140 中令 x — a fc , 便得到 （3.6. ir ). 同样可讨论左控点 情况. 证毕 

定理 3.6.7 单调函数（关于 Lebesgue 测度①）几乎处处有有限导数. 

证我们不妨假设/是 [ a , &] 上单调增加函数.如果/是单调下降函数，我 
们考虑 -/ 就可以了. 

记五是 （ a ,&) 上单调增加函数 /( x ) 的连续点全体.由于/是单调增加的, 
一切导出数都是非负的.因此我们只要 证明： 使得 

D + f = D + f = D_f = D~f <oo (3.6.15) 

不成立的点全体是零集.证明分如下几步. 


①本节中所讲的测度都是指 Lebesgue 测度. 
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第一步，记垃= E [ D+f = 00 ) ①，证助是 零集： 取 c > 0,作 


E c = E ( D^f > cf , 


如果 M 私，那么必有《> X ， 使得 


no - f ( x ) 


>c ， 


(3.6.16) 


记夕⑷ = /⑷ - cz ， 显然 〆 a ;) 最多只有第一类不连续点，而且当 x <b, g(x) = 
g(x + 0), g(b) = g(b - 0), (3.6.16) 等价于 〆 a ；) < 〆 《)•由于 是夕的 

连续点，所以 〆 re ) = g(x), 由此 x 是 0 的右 控点. 所以瓦包含在 0 的右控点 
集 O 中，由 Riesz 引理 0 = \J(a k ,b k ), 其中 （ a fc A ) 是 0 的构成区间.根据 

(3.6.11') 及/的单调增加性 ， k 


f( a k + 0) — cafe 彡 f(bk + 0) — cbfc ， (3.6.17) 

当 h & 时， /(& + 0 ) 应换成 /(& - 0 ). 由此得到 

m *( E c ) < m (0) = - 恥） 

k 

^ ~ y ^(/(^+ o ) ~ f{°>k + o )). 

因为拉 Q C E c , 所以 m *( E +) ^ m *( E c ) ^ ^( f ( b ) - /( a )). 令 c — oo, 便得到 
m * (垃 ）=0, 即垃是 m - 零集. C 

第二步，证 M = E [ D + f > D . f ) 也是零 集：将 M 进行分类，设 c , r 为两个 
有理数 ， c > r •记 M c ， r = E ( D+f > c > r > D — f ). 显然 M = \ JM C ^ 其中 |J 是 
对一切 c > r 的有理数组 （ c ， r *) 求和.因此只要证明每个 M c ， r 的 Lebesgue 测度 
是零就可以了.当 M c ， r 时，必有如下的$使得 


f (0 - f ( x ) 


€ < x ， 


作函数 〆 a ;) = /( a ;) - r : c , 上式便是 〆 a :) < < x. x 是左控点，利用 Riesz 

引理 I ' M c ， r 必包含在一个开集 U ( a fc ， 心）中，并且 〆 h - 0 ) ^沢叫).由于 
g { o > k ) = g(cLk + 0 ), 所以 


fipk — 0) - /(afc + 0) < - afc). (3.6.18) 

①丑 ( D +/ = oo ) 表示 所有丑 中使得 D +/ = oo 的全体，同样 E(D+f > c) 表示丑 中所有使 
得 D +/> c 的点全体. 
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现在考察每个小区间 ( ak ,b k ) 中的 M c ， r 点 X . 由于 D^f > C, 利用第一步证 
明中有关瓦的结果，便得到必包含在 ( a k ， b k ) 的某个开子集 
。(叫，〜）中，并且 


c(bki — a > ki ) ^ fipki + 0) — f(aki + 0), (3.6.19) 

但当发生 h 时, f ( b kt +0) 应改为 /(& - 0), 所以 


[(/( 办 fez + 0) — f(aki + 0)) < /(bfc — 0) — /(flfc + 0). 
i 

结合（3.6.18)、（3.6.19)，我们便得到 M c ， r 包含在开集 


U ( akhhi ) 

k,l 

中，并且 

m ( M c>r ) ^ m I { J ( a k i , b k i ) 1 

W / 

= y^Xhl - CLkl) ^ ^2 ~(/(^ + 0 ) — f( a kl + 0 )) 

k，l k,l 

^ ^ y^(/(^fc — 0) — f(ak + 0)) 

彡- 一 叫）彡- (6 — a ). 

c ^ c 


这样我们得到如下重要事实：对 [ aj 上单调增加函数，开始只知道 M c , r 分布在 
( a ，6) 中，对 r ， c 分另！ J 用一次 Riesz 引理1/,便知道 M Cy r 只能分布在 ^( dkhhi ) 

k,l 

中，并且 


m 


k,l 


^ -(b — a ), 
c 


由此可见，如果用 [ a kU b k i ] 代替 [ a ， 礼重复上面的讨论，便知道 


( dkhhon^c 

只能包含在开集 Ow = U ( afci , mn ，^, mn ) C ( a ki , hi ) 4 1 ,而且 

m,7i 

r 

m(O k i) ^ -(hi - aki), 
c 
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2 

从而 m *( M c , r ) ^ ^ m ( O fci )^(-) ( b - a ). 这样地重复 n 次，就得到 

k,l ° 


m % M C ) r ) ^ 0 n (6- a )， 
由于二<1,令 n —► oo , 就得到 m ( M c ^ r ) = 0. 因此 

C 

m ( E ( D + f > D . f )) = 0. 


第三步，证 E ( D~f > D ^ f ) 也是 零集. 由于= -/(- ㈡ 是[一卜 - a ] 上 
单调增加函数，当记 y = -x 0^,由于 


h(y 4- h n ) — h ( y ) 
hn 




hn 


二 f(x - h n ) - f ( x ) 

—h n 


我们得到 

I D ^ h ( y ) = D ~ f ( x ), y = - x , 

\ D - h ( y ) = D + f { x ), y = - x , 

因此 E ( D - f > D + f ) = { y \ D ^ h ( y ) > D _%), y 是 h 的连续点}.由第二步知道 
{ y \ D + h > D _ h ， y 是 h 的连续点}是零集,但是 Lebesgue 测度 m 在“反射变换” 
下测度保持不变，所以 


m ( E ( D - f > D ^ f )) = 0. 

第四步,证明 （3.6.15) 式： 利用第一、二、三步结果得到 
D ”（ D_f ( D_f ( D + f ^ D + f<oo 
在 E 上几乎处处成立.所以除一个零集外， 

D + f = D_f = D-f = D + f<oo 


成立. 证毕 

对于单调增加函数，不仅有上述深刻的导数定理,而且由它还可以得到很有 
用的逐项求导定理. 

定理 3.6.8 (Fubini (富必尼 )） 设△，/ 2 ,…都是 [ a , 6] 上的单调增加函数, 
并且函数项级数 f ^ fn 在区间上处处收敛于 /. 那么 

71=1 


OO 


f 1 = y^Jn 

n=l 


几乎处处成立. 
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证不妨设 fi ( a ) = h ( a ) = ... = 0,不然的话,改记 

fn ( x ) - / n ⑷ 

为 fn ( x ) 就行了.作函数级数的部分和 S n ( x ) = ㈤ .显然， &⑷， /⑷都 

是单调增加函数，因此除去一个零集 E 外，导数 1=1 

/( ⑷，/〗⑷，…，/'⑷ 

都存在.由于 S n ( x ) - S n - 1 ( x ) = f n ( x ) J ( x )~ S n { x ) 都是单调增加函数，它们的 
导数是非负的,所以当丑时， 

S ^ ix ) ^ S f n ( x ) ^ f f ( x ). (3.6.20) 

oo 

由 (3.6.20), 级数 ^ 2 f ^( x )= n lim 5；(^)是几乎处处收敛的.如果我们能证明存 
在一个子序列 { sl u ( x )}, 使得 

lim S , nu { x ) = f \ x ) (3.6.21) 

u—^oo u 

几乎处处成立，定理就证明了. 

由于 lim S n ( b ) = f ( b ), 对于每个自然数取 n fc ， 使得 

71—00 

/ ⑻ - Sn k (b) < 

但是 /( T ) - S nk ( x ) 也是: C 的单调增加函数,而且 

f ( a ) = Snfc ⑷ = 0， 

所以 

oo oo 

0^ - S nk ( x )}^ 乙{/⑼— Sn k ( b )} 

k=l k=l 

oo 1 

k=l 

oo 

这就是说,级数 ^{ f ( x ) - S nk ( x )} 也是由单调增加函数列 


/(工） 一 S nk ( x ), fc = 1，2,3,… 
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oo 

所构成的收敛级数,它和级数 ^ 2 fn ( x ) 具有同样的性质，把关于(: C ) 已经 
得到的结论用到 ^{ f ( x ) - S :( x )} 上去，便得到 n 

k 

^ 2 { f f ( x )- S ^ nk ( x)}<oc 

k 

几乎处处成立.收敛级数的一般项收敛于零，因此 

lim (/K ⑷) = 0， 

k—^oo rn 

即 (3.6.21) 成立. 证毕 

注定理 3.6.8 中级数 / n 在匕 M 上处处收敛这个条件可以减弱为在 

71=1 

OO OO oo 

端点 a 和6处 f / n ⑷和 J2fn{b) 收敛•因为 5 Z (/ n ⑷- / n ⑷）是非负单 
调增加函数项级 1 i ， 由于它在6点收敛，立即出对任何 : r e ( a , 6), 级数 

OO oo 

- /n ⑷）收敛,从而级数 E fn{x) 处处 收敛. 

n=l n=l 

系 w 是 [ a , 6] 上跳跃函数,那么 (p f = 0. 

771 

证 因为 (p = (fl — ( f 2 , ^1 N ^2 是 [aj 上单调增加的跳跃函数，注意到 
0 f {x - x n ) = 0 , 9 [(x - x n ) = 0 (n = 1，2, ...， p )， 

mm 

由 Fubini 定理立即得到系的结论. 

定理 3.6.9 设/是 [ a ，6] 上的单调增加函数，那么 / 必是 Lebesgue 可积 
函数' 而且 

[ f f dx ^ f ( b )- f ( a ). (3.6.22) 

J a 

证 设在 (6,6+1] 上规定/⑴=/⑻.对任何自然数 n , 作函数 

< Pn ( t ) = A —4 -， 


①凡 /(: 的导数不存在的点: r ， 就规定 f ( x ) 为任意的值. 
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它是 Lebesgue 可积函数，而且 (f n (t) > 0.由于 



= f(b) ~ f(a + 0) ^ f(b) - f(a) < 


由 Fatou 引理得到 

[f(t)dt= f Um (fn(t)dt 

Ja Ja 00 

^ lim / ^n(t)dt ^ f ( b ) - f ( a ). 
n—►(» Ja 

证毕 

一般说来，不等式 (3.6.22) 是不能变成等式的.例如 [-1,1] 上的 Heaviside 
函数 6{ x ), e , { x ) = 0 ( 除 : r = 0外成立).因而 

J 6 , ( x)dx = 0. 

然而 0(1) - 0(-1) = 1. 甚至假设/( ㈤ 是连续的单调增加函数，也不能做到使不 
等式 （3.6.22) 变成等式. 

例3存在[0, 1] 上严格单调增加连续函数/，但尸^ 0. 

771 

取定 (0,1) 中一个数 A , 在 [0,1] 上用归纳法作如下单调增加连续函数的序 
列 {/n}: 设 MX )= X . 假如 f n ( x ) 已经按如下方式定义好，并且它在区间（为方 
便， 称为第 n 级区间） 

W) = ( 去 ，^^) (fc = 0 ， l ， V.. ， 2 n — l) 

中是一次函数，那么定义 f n + i ( a ) = / n ( a ),/ n +1 (/3) = f n ( p ). 而在 x = 

定义 

/n + l {^)= ^/n ⑷ + ^fn(P), (3.6.23) 

而在第 n + l 级区间 ( a ， (¥，/?)上（如图 3.11 所示)，延拓 UM 
分别成为一次的函数. 
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从上述定义方式易知，当 / n 是单调增加函数时， / n + l 也是单调增加函数. 
由于 A >0,从 （3.6.23) 得到 


/ n+ i(x) > f n (x), x e (oi ， p). 
由此得到 /o < /i < …在 [0,1] 上成立.并且 


0 ^ fn(x) ^ 1 ,X G [0, 1], 

所以 {/ n } 处处收敛于一个单调增加函数 /• 

今证/即为所要求的函数.为此我们先计算/在某个第 n 级区间 { a n ,(3 n )®= 

上的值 / C 3 n ) — /( an ): 由定义 

/ n+l (^±^j - / n +1 ( a n ) = l ^(/ n (/3 n ) — / n ( a n ))， (3.6.24) 

/ n + l (/? n )-/ n + l ^(/ n (/? n ) ~ /nK ))， 

记 ( a n + i ,/3 n + i ) 是 n + 1 级区间 

( a n ，-( c^n 4 - /? n )) ， + /? n )> /? n ^ 

中的某一个，由 (3.6.24) 得到 

fn+l (口 n + l ) — / n + l (<^ n + l ) — - ^~ ( fn ( Pn ) — fn ( Oi n )). (3.6.25) 

①显然,严格说来应记为(^，^),这里省掉上标 k 是为了书写简单，读者不要忘记这一点. 
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从定义知道当 fc 彡 n 时, fk ( a n ) = fn ( o ^ n)y fk ( Pn ) = / n (/? n ). 所以令 A ： — OO , 便得 
到 / K ) = fn ( a n ) J ( f 3 n ) = f n ( p n ), 再从 (3.6.25) 就得到 

肌 +1 ) - /( a n +1 )= 爭( 肌)- f ( a n )). (3.6.26) 

重复应用 (3.6.26) 就得到 

/(/? n + i ) - /( a n+1 ) = JJ - i —^ (b = 士1)， (3.6.27) 

l/—I 

从 （ 3 . 6 . 27 ) 得到对任何 n 级区间 （ a n , /3 n ), /(/3 n ) - f ( a n ) > 0, 所以/⑷是 [0,1] 
上严格单调增加函数.当 n — oo 时，由 (3.6.27) 得到 

0 < f ( Pn ) - / K ) < (早) - 0. (3.6.28) 

由于函数/是单调的，由 (3.6.28) 易知/是 [0,1] 上连续函数. 

/的导数尸几乎处处存在，并且是有限的.记 f 存在并且有限的点为五 0 , 
又记五= Eq — { o ； n } — {/? n }? 显然 Tri { E ) = 1. 任取 X 6 E , 对任何71，总有 ( o ： n , /3 n )? 
使得 a n < X < p n , 那么从（3. 6 . 27 )得到 


fiM-fjan) 

Pn — Oi n 


n 

= JJ(1 -h^A), 

£/=l 


当 n — oo 时，由于无穷乘积 f](l + ^ A ) 总是发散的，而上式左边有极限 f ，( x ), 

所以只有尸(: c ) = 0. " =1 证毕. 

如果只要求/是连续、单调，而并不要求严格单调，例子就要简单一点，可 
参见[ 2 ]第四章 §5. 

定义 3.6.7 /是 [ M ] 上有限函数，如果尸^0并且/在 [ M ] 上不恒为常 

数，那么称/为 ㈧ 上奇异函数. m 

例3便是一个连续，单调增加，并且任何一个区间 ( a ,/3) c [ a ,6] 上都不为常 
数的奇异函数. 

4. 有界变差函数 在研究不定积分时，最常碰到的单调增加函数是 





其中/是 [ a ，6] 上非负的可积函数.在 [ a ， 上一般的可积函数/的不定积分总 


可以写成 


f(x)= [ x f(t)dt= f x f+(t)dt— 「 r(t)dt, 

J a J a J a 
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即 F ⑷是两个单调增加函数 ^ 的差.因此，在这一段里 

我们先研究什么样的函数可以#解成两个单 ° 调增加函数的差，即研究有界变差 
函数 ® ，而把什么样的函数才能写成一个可积函数的不定积分问题放在下一节去 
研究. 

定义 3.6.8 设/(岣是上的有限函数，在 [ a , 6] 上任取一组分点 

a = Xo < xi < …< = 6 ， 

作和式 

n 

Vf{xo , … . ，〜) =E \f{Xi) - 
i=l 

称它为 / 对分点组 ^0,^1, 的变差.如果对一切可能的分点组，变差所形 
成的数集 {”&◦，•••，〜)} 有界，即 

sup Vf(x 0 , … ， : r n ) < oo ， 

就称 / 是上的有界变差函数.记 

b 

V (/) = sup Vf(x 0 r- ,^n). 

a : E 0 ， .. • ， : E n 

称 V (/) 是 / 在 [ M ] 上的全 变差. 当 x 在上变化时，称/在上的 

a 

cc 

全变差 V (/) 为/在卜叫上的全变差函数. 

a 

区间 [ aj 上有界变差函数全体所成的函数类记为 V [ a , b }. 

例4 区间 [ aj 上的任何单调增加函数/必是有界变差的.因为在 
上任取一组分点 a = xo < xi < < x n = b 时， 

71 

Vf(x 0 , ,X n ) = ^2 \f( X i) - f( X i~l)\ 

1=1 

= E (/(^)-/(^- i )) = / W -/(«) 5 
2=1 

所以 / 是有界变差的，而且 V(f) = f(b)- f(a). 

a 

①在数学历史上是由研究曲线积分和曲线长度问题引人有界变差函数概念的. 
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例5设/在 [ a ，6] 上满足 Lipschitz 条件，即存在常数 M , 当: c ， a / G [ a , 
时 

|/( x ) - f ( x )\ ^ M\x - x f \. 

那么/必是有界变差函数.这是因为 

71 

V7(f • ， : r n ) = Y2\f( x i) - /(^-i)l 

2=1 

71 

^ M - A - i ) = M ( b - a ), 


所以 V (/)《 M (6 — a ). 

a 

例 6 跳跃函数显然是有界变差函数. 


例7连续函数不一定是有界变差函数,例如 


/( 工) 


I : csin — , 
=< x 



0 < x ^ 1, 
x = 0, 


是[0，1]上的连续函数，如果取分点 

^0 = 0, x n = l,Xi = --- jf 

((n 

i = 1,2, ••- , n — 1, 


那么 


v 7( 工0,工1，… , x n ) = 


% 

71 — 2 


• i • 

X { sin — — Xi—i sin 




71 一 2 


^ 1 1 2^1 


2 


2 


但是 lim ^ = oo . 所以 supV /(: CQ ， …，: c n ) = oo . 就是说 / 不是有界变 差的. 

k=l 

定理 3.6.10 有界变差函数具有下面一些性质： 

1。 当时，/必是有界函数. 

2。 fG V [ a , b],ge F [ a ,6], a ,/3 是两个常数,那么 


af -\-(3 ge V [ a , b ], 
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而且 V(«/ + ^)^HV(/) + |/3|V( p )- 

3" /€ V [ a , b},ge V [ a , b ], 那么 G V [ a , b }. 

4。 / e V [ a , b ], 而且 V (/) = 0 时, / 必是常数. 

a 

5。 设 [ c , d ] C [ a ,6 ],/G V [ a , b ], 那么当把 / 限制在 [ c , d ] 上时, / G V [ c , d }. 

6。 / e F [ cz ， 礼那么对任何 c , a < c <6, 成立着 


V (/) = V (/) + V (/). 


(3.6.29) 


r 如果 Pn € V [ a , b]{n = 1,2,3,...)，|Y(Pn)| 是有界的，而且 { Pn ( X )} 处 
处收敛于 g { x ), 那么 p G V [ a , b ], 并且 


b b 

V (^) ^ SUp V ( p n ). 


(3.6.30) 


证我们只证2。, 6。，7。,其余留给读者. 

2。任取 [a，6] 上一组分点 a = xo < xi < ••- < x n = 6. 由于 

^ a /+/3 g (^0? . . • ， ^ n ) 

71 

= H \ a f( x i) + P9{^i) - Oif{xi-i) - (3g(xi-i)\ 
2=1 

彡 \a\Vf(x 0 r -，〜）+ |/?|V^o , … ，〜） 

^|a|V(/) + |/3|V(p), 


所以 a/ + 办是有界变差函数,而且 


V(a/ + /^K|a|V(/) + |/3|V ⑷. 

a a a 

6。根据5。，/ € V[a,c]J G V[c,b}. 对任意给定的 e > 0, 在 [ a,c],[c,6] 上分 
别取分点组 cz = Xo < Xi < ... < X n = C，C = < X’i < ... < 2：“ = 6,使得 


F /( X 0 , …， x n ) > V (/) - e :, 

a 

VfK )， …， 《）>☆(/)- e . 
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将分 点组伏 J 和合并起来构成 [ CZ , 6] 上一个分点组,显然 

b 

Y(/)> F/(X 0 , … ， : r n ， xi ， … 乂 ） = V>(x 0 , … ， : r n ) 

a 

+V/04 … 乂） 


令 e — o 便得到 


V (/)+ V (/)-2 i 


V (/)^ V (/) + V (/). 


再证 V (/) ^ V (/) + V (/)： 对任给 e > 0,存在 [ cz ,6] 上的一个分点组 

a a c 

$0,…， $ n ， 使得 

b 

($0 ， • . • ， $n ) 〉 — E• 
a 

设 XU < C ^ X k , 作分点组 X 0 , ••- , Xfc _ i , C , Xfc , ••- , X n . 那么将 X 。， … ，: Tfc—iC 和 
c , x fc ， …， x n 分另 Ij 作为 [ a , c ]，[ c ，6] 的一个分点组，显然 \ 

b 

V ⑺ - KVK% … ，〜 KVK、 … ， X/c 一 1 ， C ， X/c ， • _ • ， Xfi^ 

CL * 

= Vf ( x 0 , ••- ， H ， c ) + F /( c ， x fc ， … ，: r n ) 

^ V (/) + V (/), 

a c 

b c h 

令 e —0, 就得到 V(/K V (/)+ V (/). 所以 （3.6.29) 成立. 

a a c 

b 

7。设 M = supV ( p n )< oo .对 [ a ,6] 上任意给定的一组分点 a = x 0 < xi < ••- < 
x n = 6, 当分点取定后，由于 


V g (x 0 , …•，〜 ) = E \g{xi) - 9{xi-i)\ 

2=1 

71 

~ ^二 lim \ Qm { p ^ i ) _ Pm (而 -1)1 

^ 7TI—►OO 
2=1 

71 

= lim ( 而） 一 1 )| ^ 

m. ― >no 覆 ^ 


性质7。中条件 sup V ( p n ) < oo 不能去掉. 



I 
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例 8令 


( x sin — , — ^ x ^ 1, 

x X n x n=l,2,3,.... 

— sin n , 0 < x < —, 
n n 

显然,对每个 n , / n 在 0, 丄，丄 ,1 上满足 Lipshitz 条件,所以 / n 是有界 

n n 


变差的.而 


lim f n = f 


x sin —, 0 < x ^ 1 
x 

0, x = 0. 


但 / 在 [0,1] 上不是有界变 差的. 

定理 3.6.11 (Jordan (若尔当）分解定理） 设/是 [ cx ，6] 上的有界变差函 
数,那么/必能分解成两个单调增加函数的差，即 




A 0都是单调增加 函数. 
证 作函数 


P( X ) = 2 1 + \ ^( x ) = 2 1 


由定理 3.6.10 的6°， 当 〆 〉 rr 时， 


|作)-/(分)卜恤尔乂(/) 

X 

x f X 

= V (/)- V (/)， 


(3.6.31) 


所以 V ( f )^ f ( x ) ^ V (/) + /( 〆 )，这就是说 p ( x ) 是单调增加函数.同样可证 
寸 ( x ) 4是单调增加函 i 由等式 

/⑷ =• {f (/)+/“)} 4 作 (/)-/“)}’ 

立即得到本定理. 证毕 

系 有界变差函数的不连续点都是第一 类的； 不连续点全体最多是一可列 
集; 有界变差函数是 Riemann 可积的；有界变差函数几乎处处有有限导数，而且 
导函数是 Lebesgue 可积的. 
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显然,有界变差函数分解为两个单调增加函数的差时，这种分解不是唯一的. 
例如把^ 0同加一个相同的常数或同加一个相同的单调增加函数时,仍然是它 
的一个分解. 

如果我们引入函数 

p ( x ) = \ | V (/) + /(x)- /(a)| , (3.6.32) 

n ( x ) =全 { 兮 (/) —/( x ) + /⑷ } ， （3.6.33) 

分别称 P ( x )， n ( x ) 为 / Or ) 的 正变差函数和负变差函数. 这时 

X 

V (/) = p { x ) + n(x), (3.6.34) 

a 

f ( x ) — f ( a ) = p ( x ) — n(x), (3.6.35) 

称 （ 3.6.34) 、（ 3.6.35) 为 /(x) 的正规分解. 

关于 V (/) 的连续性与/( ㈡ 的连续性,有如下定理. 

a 


定理 3.6.12 设/是上有界变差函数，那么/与 Y (/) 有相同的右 
(左）方连续的点. 

证当 x < 〆 时，由不等式 (3.6.31) 知道，全变差函数的右（左）方连续的 
点必是/的右（左）方连续的点. 

反过来，如果（是/的右方连续的点，那么对任何 e > 0,存在 
0< S < b -^ 使得当 x G (《，《+ 5) 时， 

1/⑷- /( OI <|. 

在 [K + 6] 上取一分点组€ = Xo < XI <…< x n = € + (5,使得 

n €+5 

幻 /㈤-/( 而 -1)1 = V>(X 0 ， ... ， x n ) > V(/)- 

i=l ^ 


由于 




^+5 

/(^_!)|< V(/) ; 


xi 
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XI 5 

以及 Y(/)=Y(/)+v (/)， 

就得到 


XI €+(5 ^+<5 n 

Y(/) = Y(/) - v(/) < e i/ ㈤- 

+ ^ ~ \ f ( x i ) - fi x i - l )\ 

i =2 f 

所以当 a : e du ) 时， 


V(/) 


V ⑺ 


Y(/) 


< £， 


即 € 是 V (/.) 的右连续的点.同样可证左连续的情况. 

a 


证毕 


系 i ° y ⑺和/有相同的连续点； 

2° x G 是}的连续点的充要条件是 x G 同时是 p , n 两个函数的连 续点. 

证 1 。 可直接由定理 3.6.12 推出. 

2° 当 x 0 是/的连续点时，由 1° 及 （ 3.6.32) 、 (3.6.33) 可推出 x 0 是 p ， n 的 
连 续点. 反过来，当 x 0 是 p , n 的连续点时，由 （ 3.6.35) 就可推出 x 0 是/的连续 
点. 证毕 

定理 3.6.13 设/是& 6] 上的有界变差函数,那么唯一地存在在 （ cz ，6) 上 
右连续的有界变差函数 P ， 使得⑴在 （ a ，6) 中/( X )的连续点上 〆X ) = /( X ); 
( ii ) p ( a ) = f { a ), g { b ) = /(6), ( iii ) 


V(^)^ V(/). 

a a 

证事实上，对 x G ( a , 6), g ( x ) = f(x + 0) 就可以了. 

如果 xo G ( a , 6) 是 /( x ) 的一个连续点，由于 /(xo + 0) = /( x 0 ), 所以就有 
g ( xo ) = f ( x 0 + 0) = /( x 。)， 即 /( x ) = g ( x ) 在 （ a ，6) 中 f ( x ) 的连续点上成立. 

再证 p ( x ) 在 （ cz ,6) 上右 连续： 任取 x Q G ( a , 6), 对任何 e > 0,必存在5 > 0, 
当 x e ( x 0 , x 0 + (5) 时,成立着 


/(X 。 + 0) — £： < f(x) < f (xo + 0) + 6 ：， 


(3.6.36) 
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对 ( x 0 , x 0 + 5) 中每个点 x , 只要取 x n e ( x,xo + (5), 并且： r n -> z ， 从上式立即得 
到 f(xo + 0) — e : 彡 /(x + 0) 彡 f ( x 0 + 0) + 6：. 即当 x e ( x 0 , x 0 + (5) 时， 

| p ($ o ) ~ p ( x )| < e , (3.6.37) 

这就是说 〆 x ) 在: ro 点是右连续的 • xq 是任取的,所以贞 x ) 在 （ cz ，6) 上右连续. 

最后 证明： V ( g )^ Y ( f ). 

a a 

事实上，在 h 6] 上任取一分点组 

a = xo < x \ < …< x n = 6， 

再取 yi •• Xi < yi < x i + i{i = 1，2,.. •，n - 1)， 由于 

b 

(*^0 ， 2/ l ， • • • ， 2/ n —1) *^ n ) 

a 

#4" Vi -> Xi(i = 1，2, … ， n —1)， 从上式和 g ( xi ) = lim / (队）就得到 V ^( x 0 , x i? •♦- , 

b b b 

《 V (/)， 因此 V ⑷《 V (/). 证毕 

a a ' a 

显然满足定理 3.6.13 中条件的 p 是由/唯一确定的. 

类似于单调增加函数可以分解为连续的单调增加函数同跳跃函数的和，对 
有界变差函数也有如下分解的定理. 

定理 3.6.14 设/是 ㈤ 6] 上的有界变差函数, { x n } 是它的不连续点全体, 
那么，1° 

b 

y^{|/( x fc + 0) — f { xk )\ + \ f { xk ) — f(^k — 0)|} ^ V (/). (3.6.38) 

k 

2°作跳跃函数 

< f { x ) = ^2{ f { x k + o ) - f ( x k )}6 {x - x k ) 
k 

+ ^2{f{^k) - f{xk - o)}ei(x-x k ), 

k 

那么 g w 是连续的有界变差函数. 

换句话说，任何一个有界变差函数总可以表示成一个连续的有界变差函数 
与一个跳跃函数的和. 

证先证 （3.6.38) 式：记 F ( x )= V (/), 作分解 

a 

/( x ) = p { x ) - n { x ) f ( a ), 
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由 （ 3.6.34) ， （ 3.6.35) 式， 我们有. 

\ f{xk + 0) - f { x k )\ = \ p ( x k + 0) - n ( x k + 0) — p { x k ) + n ( x k )\ 

^ p{xk + 0) - p ( x k ) + n ( x k + 0) - n ( x k ) = F ( x k + 0) - F ( x k ), 

同样可以得到 \ f ( x k )- f ( x k -0)\ ^ F ( x k ) - F ( x k - 0). 

对 F { x ) 应用定理 3.6.1 的 3° 就知道 （ 3.6.38) 成立. 

对于函数 g = fi 的连续性的证明和定理 3.6.4 (关于单调函数情况）的证 
明类似.请读者自己证明. 

现在介绍有界变差函数列的一个重要性质 —— Helly (赫 利） 选取原理 .为 
此，先介绍一个引理. 

引理2设 E 是任意一个可列集， { f a \a e Z } 是 E 上一族均匀有界的函 
数，71是无限指标集（容许不可列).那么一定可以从{/。}中选出一列 { U\v = 
I , 2 , 3 ,.。}，其中{%}是力中一列不同指标，而 {/ a J 在 E 上收敛. 

证因为 E 是可列集,将它排成序列 

工1，$2,… ，$ n ， …， 

由于 {/ cj 均匀有界，即存在 M , 使得 

|/ a ( x )| < M,x e E,a e A . 

根据 Weierstrass 定理,可从数集 {/ a (^ i )} 中选出一收敛数列： 

fan (^1 ) ) fai2 (*^1 ) 5 ? foiln * * * ) 

其中是 yl 中一列不同的指标.再考察 { fa ln (^)\^ = 1,2,3,… } 由于均匀 
有界性，又可从指标列 { am } 中选出指标 { a 2n } 使得 

foc2l (工2)， foc22 (工2)， • . • ， fcx ， 2n (*^ 2 )) 

是收敛的.再考察 {/ a 2 n ( x )}, 如此手续一直进行下去,我们得到如下函 数列： 

fan (^)) fai2 (*^)j ， /ain 卜 )， • • • ， 

/ o ：21 (工)， foC 22 (*^) ，•’ . ， fo ^2 n (*^) ， • • • ， 


k ⑻， D) ， … ， /cw ⑷，… 
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其中每个序列都是前一个序列的子序列.由选取规则易知第 n 个函数列一定在 
A ，…， X n 上 收敛. 从上面一列序列中选出对角线序列 {/ ann ( x )}, 它将在所有 E 
中的点都收敛.事实上,对任何& G 尽除掉前 Z - 1项后,所得的序列是 第/个 
序列 ifa ln } 的子序列，因此 { faM } 收敛. 并且指标 {« nn } 显然是互不相同 
的. 证毕 

定理 3.6.15 (Helly) 设 { f a \a G 是 [ a ,6] 上一族(无限个）有界变差函 
数,又设它们本身和它们的全变差都是均匀有界的，那么一定可以从 { U \ aeA } 
中抽出指标互不相同的序列，这个序列在 [ a ，6] 上处处收敛于一个有界变差函数. 

证先设 A 都是单调增加函数.设 E 是^ 6] 上有理点全体，它是可列集. 
根据引理 2, 必有 71 中一个指标互不相同的序列 {a n }, 使得 {/a n (x)} 在 E 上收 
敛.记它在五上的极限是 f ( x ). 

由于每个 / an 是单调增加的,显然/也在 E 上是单调增加的.对 [ cz , 6] 上不 
属于 E 的点 x , 补充定义： 


f(x) = sup /(O. 

^eE,^<x 

容易知道,这样定义出来的 [ cz ， 上函数仍是 [ CZ ， 上单调增加的.它的不连续点 
全体记为兄它最多是可列集.下面来证明 { faj 在点 X e [ M ] - F (即/⑷的 
连续点）上收敛于 f ( x ). 

事实上，设 x 0 G [ cz ，6]- 兄对任何6>0,存在有理数 p ^ qeE , 使得 p < x 0 < 
q , 而且 

0 < f (工 0) _ f (P) < 3,0 < /(g) — f { xo ) < (3.6.39) 

利用 { UJ 在 M 点的收敛性,必存在 iV ， 使得 n 彡 TV 时， 

\ fa n { p ) - /( P)l < |，1/如 ⑷ - /⑷I < |， （3.6.40) 

由（3.6.39)、 (3.6.40) 立即得到，当 n 彡 iV 时， 

\ f {^ o ) - fa n { p )\ < \ f ( x o ) - fa n ( q )\ < e . (3.6.41) 

因为每个函数 / an 是单调增加的，所以 

fi^o) - fa n (q) < f(Xo) - fa n (xo) < f{x 0 ) - fcjj)). 

从 （3.6.41) 就得到 

|/(^o)-/a n (^o)| <£, 


即 ifajxo )} 收敛于 f ( x 0 ). 
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既然 {/ ar J 在 /(: r ) 的连续点上都收敛于 f { x ). 因此不收敛于 /( x ) 的点最 
多只是可列集了，记它为这时对函数列 { f a J 与集 S 再应用引理2的结论, 
又可从 {/«.} 中选出子序列，使它在 S 上收敛，当然它在 S 上收敛的值可以不 
是/⑷的值.但它是在整个 [ M ] 上收敛的序列.因此在一切 { fa } 是单调增加 


的情形时定理已得证. 

当 { f a \a G A } 是一族有界变差函数时，由于 | Y (/ a ), QG ^ J . 是有界的，根 
据正规分解，作 p a ( x ) = ^ V (/ a ) 4- f a ( x ) - 

^ V (/ a ) - f a ( x ) -f / a ( a )) ， q a { x ) = p a ( x ) + f a ( a ). 


n a ( x ) 


那么 { qa { x )},{ na { x )} 是两个均匀有界的单调增加函数族,而且 fa { x ) = 如( X ) - 
n a ( x ). 由已证明的结果，可以从 { q a ( x )} 中选出序列在上收敛于 
一个单调增加函数 q ( x ). 再从相应的子序列 { n ak ( x )} 又选出子序列 ( n a ，( x )}, 
在 [ cxj ] 上收敛于单调增加函数 n ( x ). 因而序列 {/ a “ x )} 在 [ a ，6] 上收敛于 
f ( x ) = q ( x ) - n ( x ). 显然 /( x ) 是 [ a , 上的有界变差函数. 证毕 


例9 Helly 选取原理中设 | V (/ a ), aG ^ J 有界这个条件是不能去掉的. 
例8中的例子便可说明这一点. " . 


对于有界变差函数概念,还可以推广到无限区间上去,并且具有相应的许多 
性质,包括 Helly 选取原理也可推广到无界区间上去.这里不重复了. 

Helly 选取原理在概率论中是很有用的.它的对角线方法是很有用的一种方 
法，结论也被推广了. 


习题 3.6 

1. [ a , 6] 上任何两个单调函数，如果在一稠密集上相等，那么它们有相同的连续点，并且 
在不连续点的跳跃度一致. 

2. 单调函数全体的势是 

3. 设/是上单调函数，当把它的不连续点的值修改成右连续（或左连续）时所得 
的函数记为证明/,7具有相同的可微分点. 

4. 设 E 是直线上 Lebesgue 测度为零的集，试作一直线上单调增加函数 /( x ), 使得当 
rr € 五时， f ’( x ) = oo . 

5. 设/是上的连续函数，如果存在 M ， 使得在每个点 rr ，/ 总有一个右方导出数 
Df , 适合 • 

1^/1 < M , 

那么/满足 Lipschitz 条件. 
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6.设 

,、 | 1 + xsin -， x _ 0 ， 

= \ x 

[ 1， x = 0， 

由 P 作函数 /:当0：彡0时 /(: r ) = y / x ( p { x )\ 当 : E < 0时，/( X ) = -.问 /( x ) 在 
x =0 点导数是否存在？ 


7. 设函数 /( x ) 在 [ a ，6] 上（关于 m ) 几乎处处有有限导数.证明对任何^ > 0,必存在可 
测集 E<5 C [ a ，6], m ([ a , b ]- E s ) < S , 使得对任何 e 〉 0, 存在 r ; 〉0,对一切 x e E s , x f e [ a , b ], 
当 |x _ o /| < 77 时，成立着 


/(X) - f(x’) 
x — x' 




< £. 


8 .设 a 是一实数，函数 


" 、 f x a sin — , 0 < x ^ 1, 

/( X ) = 〈 a : 

I 0, x = 0, 

在 a 取什么值时, / 是 [0,1] 上的有界变差函数？ 

9. 设/是 [ a , b ] 上的有限函数，在 [ a , b ] 上取一分点组 a = x 0 <xi < x 2 < … < x n = 6, 记 

n —1 

V 7 2 0 r o ， ... ， Xn) = ^2 

i=l 

如果对一切分点组，数集 { y /( xo ,--- , x n )} 有上界.证明这种函数必定满足 Lipschitz 条 
件.更进一步证明，在每点 X , D + f ( x ) = D + f ( x ), D - f ( x ) = D - f ( x ). 如记 D + f ( x )= 
/；( x ), D -/( x ) = /: ㈤ •证明 f + ， f _ 是有界变差函数. 

10. 当区间 [ a , 6] 上的函数满足|/( 〆 ）— f ( x , f )\^ k \ x f - ( a >0, k 是常数）时，称 

f ( x ) 满足 a 次 Holder 条件， 证明： 当 a 〉1时， f ( x ) 恒为常数.并作一个不满足任何次 
Holder 条件的有界变差函数，又设 a < 1为已知，作一函数满足 a 次 Holder 条件,但不是 
有界变差的. 

11. 设/是 [ a , 6] 上的有界变差函数，那么（关于 m ) 几乎处处成立着 

12. 设/是 [ a , b ] 上有界变差函数.对任何分点组 a = rr 0 < m <…< x n =卜记 

Pf ( xo , - - - , X n ) = [/(/(心） -/(^ i - l )), ^ 表示满足 f ( x i ) - 彡 0 的 i 求和.称 

b 

P /( X 0 , … ， X n ) 为正变差，而称 P (/)= SU P { Pf ( xor - , X n )} 为正全 变差. 证明⑴对任何 

a 

b ^ c b x 

c ( a < c <6), P (/) = f (/) + f (/) ; ( ii ) f (/) = pOr )， 这里咖）是 /⑷的正变差函数 _ 
对负变差函数 4 有类似逢果 . c a 

13. 证明：函数/在 [ a , b ] 上满足 Lipschitz 条件的充要条件是对任何 e 〉0,必存 

n 

在5〉0,使得任何有限个区间 ( a u , b u )(u = 1,2,..- , n ), 只要 ^(6, -知）< 占时，总有 


f(Xj) - f(Xj-i) _ f(x i+ i) - f(Xj) 
Xi — Xi-1 Xi+1 — Xi 


^2\f(bu)~ f(a u )\ <s. 
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14. 设/是 [ a , 6] 上单调函数.那么/必将 [ a ，6] 上 Borel 集映照成（- oo ，+ oo ) 上的 
Borel 集；又如果 f ( x ) 处处存在，并且是有限函数，那么/必将 [ a ，6] 上 Lebesgue 测度为 
零的集映照成 （- oo , + oo ) 上 Lebesgue 测度为零的集. 

15. 设/是 [ aj 上有界变差函数，并且连续. 证明： 对任何 e 〉0,必存在6〉0,当分 
点组 a = xo < xi < . ♦ • < a: n = 6的 max(xi — a ： i - i ) < 6时，总有 

b 

V f (xo 5 • • • ， $n) > V(/)-e. 

a 

16. 设 / 是上有限函数.证明 / 在上的连续点全体是 Borel 集. 

17. 设/(岣在 ( a , b ) 上处处存在有限导数. 证明： f 不能在 （ a ，&) 上有第一类不连续点. 

18. 作一个在 ( a , 6) 上连续的函数/,要求它在 ( a , 6) 上处处具有有限的导数，并且/ 
在 （ a , 6) 上不连续点全体具有正的 Lebesgue 测度. 

19. 求出跳跃函数的全变差. 

20. 设 E C 可以是无限大)，并且是 Lebesgue 可测集.证明（关于 m ) 几乎所 
有 E 中的点是 E 的全密点（见 §2.4 习题 6). 

§3.7 不定积分与全连续函数 

在这一节讨论 Newton-Leibniz 公式 

j : f ( t)dt = F ( x ) - F ( a }. (3.7.1) 

成立的条件问题.这是微积分学中一个基本问题.在 Riemann | R 分情况下，通常 
的结 论是⑴ 如果/是 [ a ，6] 上连续函数，那么不定积分 （ i ?) f ( t ) dt 便是/的 

一个原 函数； （ ii ) 如果 F 是连续函数/的一个原函数,那么（3°7.1)成立.这就是 
说，“积分”与“求导”是互为逆运算.可是/连续的假设，在许多场合显得要求 
太高，甚至成为进一步研究的障碍.由于这个公式无论在实际应用或理论研究中 
都很重要.公式 (3.7.1) 究竟在怎样较弱条件下成立的问题就曾是人们研究的一 
个课题.下面用 Lebesgue 积分和点集分析方法来研究这个问题.这个问题在一 
般测度空间上的推广将在下一节 （§3.8) 中讨 论. 

1. 不定积分的求导和 Riemann 积分一样，如果/是 [ a ，6] 上 Lebesgue 可 

积函数，那么称,/(加办在卜 6 ]上变化）是/的不荦积分 • 现在先考察不定 
积分的求导问题. ° 

定理 3.7.1 设/是上 Lebesgue 可积函数，那么 

乒 [ X f ( t)dt = f ( x ). (3.7.2) 

dx 九 m 
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证 首先注意,对任何 W ①，导数 i j : 雜 几乎处处存在，而 

且是有限的，同时有 


f b a r 

L dxj a 


/ \g(x)\dx. 


(3.7.3) 


事实上， 齡 g = g + - g -, g+(t)dt, p - ⑷ dt 是两个单调增加函数， 

J a J a 

觀 X x x 

u ㈣ w + ，-u 離 

而且是有限的.根据定理 3.6.9 知道，这三个导函数不仅可积，并且 

I \~hla 5 _l d “i ( 去 / a g + _) dx +j a [U 9~my x 

pb pb 

^ / g + (x)dx- {- / g~(x)dx. 

J a J a 

这就是说 （3.7.3) 成立. 

现在利用 （3.7.3) 来证 (3.7.2): 对任何 e 〉0, 由定理 3.3.10 的系，存在连续 
函数 A 使得 ^ 

J |/ - (f\dx < £. 

对连续函数 W ， 显然去/ (f(t)dt = (f(x). 因此 


r b d r x 

L diJa 
r b \ d r x 


f(t)dt- f{x)\dx 


(J J (/⑴ _ ( d’+ - / ⑷ j dx 

(j ^ J if(t) — ^(0)^ d x + / \f( x ) ~ 


对函数 （/ - ⑷ 应用 (3.7.3) 就得到 


a |dx 人 


f(t)dt - f(x)\dx (2 \f(x) - (f(x)\dx < 2e, 


令 e — 0, 便知道 （3.7.2) 成立. 证毕 

在讨论怎样的函数 F ( x ) 能写成 （3.7.1) 之前，先简要说明在怎样的点 吻， 能 
使等式 (3.7.2) 式成立. 

① L[a，b ] 表示 [ a，b ] 上 Lebesgue 可积函数全体所成的类. 
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定义 3.7.1 设/是 [ a ，6] 上 Lebesgue 可积函数 ， G ( a , 6), 对任何 / ii 彡 
0 , / l 2 ^ 0, /l = /li + 7*^ 0,如果 

1 /»Xo + / l 2 

, T -— r - / \ f { x ) - f { x o )\dx = 0 , 

九 l+h—0 /li + "2 Jxo-hi 

称 x 0 是 / 的 Lebesgue 点. 

Lebesgue 点是经典分析中有用的一个概念. 

定理 3；7.2设/在 [ a , 6] 上是 Lebesgue 可 积的. xo 是/的 Lebesgue 点， 


/⑴心 


/( 工 0). 


证 显然, 




九1 + 九2 Jxo-hx 


f { x 0 )\ 


*Xo + / l 2 


九 1 + 九 2 \ Jxo-hi 


( f ( t ) - f { xo))dt 


»Xo + / l 2 


^ T — T - / \ f ( t ) - f ( x 0 )\ dt^O (M + " 2 — 0)， 

"1 + 打 2 Jx 0 -hi 

根据定理 3.6.6, 立即从上式得到定理的结论. 证毕 

但是，使 (3.7.2) 式成立的点未必是 Lebesgue 点. 

OO / OO 

例 1任取一收敛的正项级数满足知/ — 0 (n — oo ) •记 

71=1 71+1 

a = f an ，作 [ 0 ， a ] 上函数如下，将[0, a ] 先分裂成可列个左开右闭区间 ( x n+1 , 

n=l 

x n ](n = 1，2,3,… ） 之和 ， xi = a ，而 x n — x n+ i = a n , 规定 


1， X G Xn+l, 


+ ^ n +1 


-1 ，XG ( 〜+广乜 ，〜 

0 ， x = 0. 


n = 1，2,3, 


然后将 / 按偶函数方式延拓成 [- a , a ] 上的函数.下面证明 x = 0 点能使 （3.7.2) 
成立： 
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事实上，设 /i G (x n +i ， a ： n ]， 记 - x n+ i = ?7, 显然 ?7 < a n ， 因此 


h 





1 


rj + ^2 a k 
n+l 


oh 

An+l 




< - 53 - ► 0(/i 一 0 )， 

V + Y]a k 

n+l 


即函数 f(t)dt 在 x = 0 点右方导数存在，并且是零. 

J — (X 

同样可证在 o : = 0点左方导数存在，也是零，即 （3.7.2) 成立. 

可是当 h > 0, > 0,而 一 0时，恒有 

I J h2 h \m - oidt = l, 

即 x = 0并不是 /( x ) 的 Lebesgue 点. 

可见: Eq 是 Lebesgue 点比要求满足 (3.7.2) 要强. 但我们可用定理 3.7.1 
获得比定理 3.7.1 更强的 结果： 

定理 3.7.3 设 /( x ) 是 [ a , 6] 上 Lebesgue 可积函数，那么 [ a ，6] 上几乎所有 
(按 Lebesgue 测度）的点是 Lebesgue 点. 

证设 r 是有理数,显然 \f(x) - r | 是 [ a , 6] 上 Lebesgue 可积函数.记 [ a ，6] 
中使下式成立的 x 全体为 E r , 

去 J^\ m -r\dt=\f(x)-r\. 


由定理 3.7.1, m ( E r ) = 6 - a . 当 r 遍取一切有理数，记五=门丑 r ， 显然 m ([ a , b ]— 

r 

E ) =m ( U ([ a ， 別 — 私)) 彡 m ([ a , 6] — E r ) = 0. 

现在 ii 明五中点都是 Lebesgue 点 ：设: r 0 G 五，对任何 e 〉0,取有理数 r 0 , 
使得 |/( x 0 ) - r 0 | < 因此对任何 h l ^0, h 2 ^0 ,h = h 1 + h 2 >0, 


/ * X 0 + ^2 

J xq 一 hi 



XQ-{-h2 


\f{x) - f(x 0 )\dx 

|/( x ) - r 0 |dx + |/( x 0 ) - r 0 |, 


xo — hi 
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显然， F ( x ) 必是 [ a ，6] 上连续有界变差函数.但利用定理3.7.2, 3.7.3,易知 §3.6 
例3中的连续的有界变差函数就不能写成上面形式.积分有更强的连续性，即 


全连续性.由积分的全连续性，对任何 e 〉0,必有5〉0,使得 [ a , 6] 中任何有 
限个（或可列个）互不相交的区间（如, 6,)(1/ = 1，2,…， n )， 当 m = 

- clu ) < 5 时， 


E i f (m - F(a,)\ = ^2 j K fm $ 广 . \m\dt 

1/ if J du v J CLu 

=f 1/ ⑷ | dt < e . 

V 

由此可见，能够成为某个可积函数的不定积分的函数 F { x \ 它要求函数具有比普 
通连续性更强的连续性，将这种连续性抽象出来，引入如下定义： 

定义 3.7.2 设是 [ a ，6] 上的有限函数,如果对任何 e 〉0,存在 (5 〉0,使 
得当 { (〜木 )} 是 [ M ] 上任意有限个互不相交的开区间，其总长度 5 Z (6,- a ,)< 

5时，不等式 " 

~ F { ai/ )\ < s (3.7.5) 

V 

成立.那么称 F 是在 [ a ，&] 上的 全连续函数， 或称做绝 对连续函数. 

当然，我们的目标是证明全连续函数 F ( x ) 就能写成 （3.7.4) 的形式.下面先 
考察全连续函数具有什么性质. 
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例2 设/在 [ a ，6 ] 上满足 Lipschitz 条件，那么/是全连续函数. 

证 由假设，存在正数 M , 当: r 、/ G [ a ，6] 时， 

\ f { x ) - f ( x f )\ ^ M \ x - x f l 

对任何 e 〉0,取5 = 士.这时对年章个区间（不管它彳 I :]晕否 MM 不相衮) 
{( a .,6 ,)}, 只要—〜）< 总有 

V 

l/(M _ /K)l ^ E 


证毕 

注意，正如 §3.6 习题13所指出，如果 (3.7.5) 中允许 ( aM 可以重复，这等 
价于函数 F 是满足 Lipschitz 条件.一个无界函数，如果是 Lebesgue 可积的，那 
么，它的不定积分必是全连续函数，一般说来，它的不定积分并不满足 Lipschitz 
条件.所以全连续函数的定义中 {{ aM\v = 1,2,... , n } 是互不相交不能修改 
成可相交.但可以把互不相交的弯喂个可以修改成可列个（读者自己证 明). 

全连续函数有下面的简单性质. 

定理 3 . 7.4 ( i ) [ a , 6] 上的全连续函数必是连 续的； 

( ii ) 两个全连续函数的线性组合、乘积仍是全连续 函数； 

( iii ) [ a , 6] 上全连续函数必是有界变差函数. 

证⑴ 、 （ ii ) 是明显的（读者自己证明). 

( iii ) 取 e = 1，按定义，存在5〉0,对任意有限个互不相交的开区间{(〜， 
M }， 只要[(心-知）< 5时， Y , \ p ( b -) - FK )| < 1. 取自然数 M ， 使得 

V V 

^ <5. 将区间 [ a ,6] M 等分，得到分点组 

a = xq < xi < •. • < xm = 

对上任何一组分点 

Xi-I = Zq < Zi < •- < Z k ^ Xi, 

由于 — z k - i ) = xi ~ Xi-i < s , 所以 

k 

Vf (: o , …， A ) 彡 1， 

因此 V ⑻ < 1. 从而 V ⑻ = f V ⑻彡 M . 所以 F ( x ) 是有界变 差的. 

a Xi-i 

i=l 

证毕 
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系 全连续函数（关于 Lebesgue 测度）几乎处处有有限导数，而且导函数 
是可积的. 

下面是全连续函数的一个重要性质. 

定理 3.7.5 设 F 是 [a, 6] 上的全连续函数，而且 F = 0 (关于 Lebesgue 测 
度）几乎处处成立，那么 F =常数. 

证 先证 F ( b ) = F ( a ): 对任何 e > 0, 由 F { x ) 的全连续性，存在 J > 0, 当 
{{ aM } 是有限个总长度小于5的互不相交的开区间时， 

^|F(^)-F(a,)| <e, (3.7.6) 


记五 0 = { x \-^ f { x ) = 0, x G (a,6)}, 由假设 m([a, b ] — Eo ) = 0. 所以由定理 2.4.5, 
对上面的5,存在开集0,0 D [ a ,6]- E 0 , 而且 m (0) < (5 .设 {( a .,6,)} 为0 的 
构成区间集. 


得 


另一方面，当 2/0 G [ a ，6] - 0 C Eo 时， F f (y 0 ) = 0. 所以存在正数 h(y 0 ，e), 使 
y ^ {yo — h , yo + / i ) 时， 


F(y) - F ( y 0 ) 
y-yo 


(3.7.7) 


这时开集族{(〜，匕)…=1，2,3, … } \J{(yo — h , y Q + h )\ y 0 e [ a , 6] - 0 } 覆盖 
了 [ a , 6 ]. 根据 Borel 覆盖定理，可从中选出有限个来覆盖 [ a , 6], 设它们是 


(ai ， 6i) ， … ， (a m , 6 m ), (yi — /ii, yi + 〜），...,(yi — hi，yi + hi) 

显然，可以在集 { ai ， bi ， yj，i = 1，2,… , m，j = 1,2, ••- ，/}中再加入适当分点，使 
其全体构成 [ a ，6] 上一个分点组. 


a = xo < xi < • • ♦ < x n = 6, 

并且使得：任何 ( x k - u x k ), 或是⑴包含在某个（叫， W 中，或是 （ ii ) Xk - H , 
而且 { x k - i , x k ) C ( yj,Vj + hj ), 或是 ( iii ) a；fc = 而且 { x k - i , x k ) C (yj - h h yj ). 
由此得到 


k=l 

=^2 \ F ( Xk> > ~ F(m)| 

其中 K 表示对⑴形式的 ( x k - ux k ) 求和，表示对 ( ii )，（ iii ) 形式的 ( x k . u x k ) 
求和. 根据 (3.7.6), Z f \ F ( x k ) - F (^ fc - i )| < e . 根据 （3.7.7) 

> , \F{x k ) - F(x k -i)\ < s2^ (x k - x k -i) ^ e(b-a). 




所以 
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| F (6)- F ( a )|< e [(6- a ) + l ], 

由于 e 是任意的，令 e — 0,便得到 F ( b ) = F ( a ). 显然,对任何 : r G [ a , 6]，用 [ a , x ] 
代替 [ a , 6] 来讨论，便得到 

F { x ) = F ( a ), BP F { x ) = 常数. 


证毕 

3. Newton - Leibniz 公式 利用上述定理立即得到下列定理 
定理 3.7.6 Newton-Leibniz 公式 

F ( x )- F ( a )= [ F f { t)dt 


成立的充要条件是 F ( x ) 是全连续函数. 

证必要性已在引入全连续性定义时讨论过.今证充分性：因为 F ( x ) 是全 
连续的，由定理 3.7.4 的系知道沪⑷是 Lebesgue 可积的.作函数 

企 ( x ) = j: F ，( t ) dt , 

显然 ^{ x ) 是全连续函数.令 ^( x ) = F ( x ) - 步 (工)，它是两个全连续函数的 
差，也是全连续.根据定理3.7.1， r { x ) = F f { x ) - F \ x ) = 0,再由定理 3.7.5, 
^{ x ) = 常数. 所以 ^( x ) = 少⑷= F ⑷. 证毕 

通过上面的讨论，清楚地 看出： 利用 Lebesgue 积分这一工具，把过去数学 
分析中原函数、不定积分、 Newton - Leibniz 公式之间相互关系的讨论深入了一 
大步. 

4. Lebesgue 分解 经前面讨论立即可以得到有界变差函数的 Lebesgue 
分解. 

定理 3.7.7 ( Lebesgue 分解定理） 设 p 是上有界变差函数，那么必 
可分解成 


9 = 9s 9c + (3.7.8) 

其中 p 是上跳跃函数 ，&是 [ a ，6] 上全连续函数，&是奇异的有界变差函 
数（当然， 9 s ，9 c ^ 三个函数可以有某些不出现在分解（ 3 . 7 . 8 )中).除去相差一 
个常数外，三个函数 仏、 9 。、9均由9 唯一确定. 

证 根据定理3.6.14,取 w 是由 p 产生的跳跃函数（显然⑷= 0)，因此 

91 便是连续的有界变差函数，取 

/ 

9c(x) = J {g f (t) - ip f (t))dt + g(a), 
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显然 p c 是 [ a ，6] 上全连续函数，且如⑷= g ⑷.由定理 3.6.8 的系， 〆 ⑴丄0,因 

m 

而 g c ( x ) = J g f ( t ) dt -\- g ( a ). 显然 g s ( x ) = g { x ) - g c { x ) - ( f ( x ) 是连续函数，如果 
它不恒等于0,根据定理3.7.1， g f s ( x ) = g f ( x ) - g f c ( x ) - ( p f ( x ) = 0 , 因而仏就是奇 

TTt 

异的有界变差函数，即有分解 (3.7.8). 

再证分解的唯 一性： 因为^是由0的跳跃点、跳跃度所唯一确定的.如果 
有另一个分解 ： P =义+^ + a 那么 m - v c . 因此全连续函数如 - ^ 
的导函数 


(9c-g c y = 9 s —迖 5 0 ， 

由定理3.7.5, g c ( x ) = g c ( x ) +常数.从而 g s ( x ) = g s ( x ) - h 常数. 证毕 


习题 3.7 


1. 证明： 函数 F 是 [ a , 6] 上全连续的充要条件是对任何 e > 0,存在 (5 > 0,对任何一族 
互不相交的开区间 {( a „6,)}, 只要 ^(6,- 知）< 占时，总有 


Y2\nbu) - F(a.)\ < e. 


2. 设 F 是 [ a , 6] 上全连续函数， G 是 [ c , d ] 上全连续函数，而且 淡 ( F ) C [ c , d \. 证明 
GfOr )) 是 [ a , 6] 上全连续函数. 

3. 设 F 是 [ a ,6] 上单调增加的函数，对任何集 E C [ a ，&]， 记 F ( E ) = { F ( x)\x e E }. 
证明 F 是 [ a , 6] 上全连续函数的充要条件是如果 E e B ( Borel 集类)， m ( E ) = 0必有 
m ( F ( E )) = 0. 

4. 证明 [ a , b ] 上导数处处存在且有限的单调函数 F 必是全连续的. 

5. 证明 F 在 [ a , 6] 上是满足 Lipschtiz 条件的函数的充要条件： F 是 [ a , 6] 上有界 
Lebesgue 可测函数的不定积分. 

6. 设/是 [ a , 6] 上满足下面条件的 函数： 对任何 a ^ XI < X2 < x 3 ^ 6, 

/( x 2 ) ~/( xi ) /( x 3 ) - f(x 2 ) 

X2 — X\ ~ X 3 — X2 ’ 

称这种函数为凸（向下）函数（注意，它的等价定 义是： 对任何 x,y e [ a ,6],/(^ y ^) ^ 

\( f ^) + f ( y )))- 证明凸（向下）函数/必是 ( a , 6) 上连续函数.如果/又在 M 两点连续， 
那么/是 [ a , 6] 上全连续函数，按 §3.6 习题9的记号,证明八在 [ a , 6) 上处处存在，并且是 
单调增加函数. 

7. 设/是上凸函数，是测度空间， EeS，p 是 E 上非负可积函数.又 
设#是五上可测函数，并且对任何 xeE , <^( x ) G [ a ,6], 证明 ( Jensen 不等式） 


J^(p{x)p(x)dfi(x)\ 


p ( x ) d / x ( x ) 


f(ip(x))p(x)dfi(x) 




p(x)dfi(x) 


E 
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X 

8. 设/是 [ a ，6] 上全连续函数，证明/的 Y (/) 、 p ( x ). n ( x ) 都是全连续函数. 

9. 设/是 [ a ，6] 上全连续函数，证明 ° 

nb b 

/ 1 /⑴ |df = V (/). 

J a a 

(此题不要用 §3.6 习题11来证明). 

§3.8 广义测度和积分 

1 . 引言设 / Or ) 是上单调增加的右连续函数，从数学分析来看，它是 
[ a ,6] 上卑的函数.如果从测度论来看，给出这样的点的函数,实质上就是给出了 
[ a ，6] 上 Borel 集上的一个率的函数，并且是测度.如果/( ㈡ 是 [ a ， 上右连续有界 
变差函数，从点函数观念看，它有 Jordan 分解： /( z ) = p ( x ) - n ( x ) + f ( a ). 从集函 
数观念来看这一点，卓函数/ ㈤ 其实是两个隼函数 P (： r ) + / ⑷与 n ( x ) 之差.因 
此，/ ㈤ 实质上也应该是一个集函数，并且是两个测度（分别由 p ( x ) + f ( a ). n ( x ) 
产生）之差.当 /( x ) 是 [ a 、6] 上有界变差函数， M 岣是 [ a ，6] 上有界函数时，可仿 
照定义 Riemann 积分的方法，并将 Riemann 积分定义的和式中的 △A = X i+ i~Xi 
换为△《/ = - 就引入起过重要作用的所谓 Riemann - Stieltjes 积分 

[ h ( x ) df { x ). 

J a 

如果 Riemann 积分被推广成 Lebesgue 积分，很自然， Riemann - Stieltjes 积分就 
应被推广成&关于能够表示成两个测度之差的那种“测度”的积分. 

另外， §3.7 中证明了 [ a ,6] 上全连续函数 F ( x ) 所成的函数类就是 Lebesgue 
可积函数 MW 的不定积分 


F ( x ) = j h { t)dt + C . 

全体所成的类.从测度论来看上述结果，就是一个可以表示成两个测度之差的那 
种“测度” F ， 在某种限制下（例如这里限制是全连续)，一定能表示成一个可积 
函数的不定积分.由于 

PX pX px 

/ h ( t)dt = / h + ( t)dt - j h ~( t ) dt , 

J a J a J a 

因此，又可以说是能表示成由两个非负可积函数（通过不定积分）所产生的测度 
之差的形式. 

在本节中，我们将把上述点函数中很重要的事实以及还有一些重要公式（如 
分部积分等）推广到一般测度的情况. 



. 248 . 


第三章可测函数与积分 


2. 广义测度 

定义 3.8.1 设 ( X , R ) 是可测空间， Mi 、 M 2 是 ( X , R ) 上的两个测度，其中 
至少有一个是有限测度 { X , R ) 上集函数 

/i(-E') — — E G jR, (3.8.1) 

称为 { X , R ) 上的广义测度. 

今后总假定 M2 是有限的，即 fi(E) 最多只能取 +0 C . 

例1 设是全 a - 有限测度空间， /( x ) 是 X 上可积函数,集函数 

iy{E)= [ /d", EeR, (3.8.2) 

J E 

便是 ( X , R ) 上广义测度.事实上，只要取 

fii{E) = [ / + d "、 fi 2 {E) = [ /"d/i, E e R . 

JE J E 


即可. 

如果 /+ 仅是有限的可测函数,那么，这时例1中广义测度^就可能在某些 
可测集上取值 0 C . 

例2 取 X = [a ， 6], 记 B([a,6]) 为 [a ， 6] 中所有 Borel 集全体所成的 a -代 
数，取丑是 [a, 6] 中集族 {[a,a]|a G [a, 6]} 张成的环 ，设贞 x) 是区间 [a ， 6] 上的 
单调增加函数，作丑上的集函数 如下： 


9{{^P]) =〆/? + 0) - "(a + 0 )， a ^ a ^ ^ 6, 

g([a,P]) = g(P + 0 ) - g(a), a 彡 /? 彡 6 ， 


(3.8.3) 


当 /3 = 6 时，其中 g{b + 0) 表示 g(b). 易知，由 （3.8.3) 可以定义出丑上一 
个测度.用 §2.3 的方法可唯一地把 g 扩张成可测空间 ([ a ,6], B ([ a ,6])) 上的测 
度，仍然把它记为&称它是由单调函数 〆 x ) 导岀的测度.对于不满足右连续 
的单调函数&它导出的测度总是理解成按 （3.8.3) 方式产生的.容易看岀，如 
果 c 是常数，单调函数 〆 x ) + c 与 〆 x ) 导岀的测度 相同. 此外，如果 Wx ) 是 
[a, b] 上的另一个单调函数，它和 〆 X) 有如下关系：沒⑷= h(a),g(b) = 而 
且对 (a,b) 中一切 X ，有 〆 x + 0) = h(x + 0). 那么由 （3.8.3) 知道，沒 ( x ) 和 h{x) 
导岀的测度也是相同的.因此，对 [ a ,6] 上任一单调函数 g { x \ 可以作一个函数 
h{x) : h(a) = 0, h(b) = g[b) — g{a), 当 a: G ( a ，6) 时, h(x) = g(x -f 0 ) - g(a). 那么, 

® 目的是保证 （3.8.1) 式有意义 . 本书中总假定 /X2 是有限的测度 . 
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这时对一切 x G ( a , 6 ). 函数 h ( a :) 是右方连续的， / i ( a :) = h ( x -\-0) = g ( x -\-0)~ g ( a ), 
而且 h ( x ) 导出的测度就是 〆 4 导岀的测度. 

现在设贞 a ;) 是 [ a ，6] 上的有界变差函数，根据 §3.6 的正规分解定理，我们有 


沒 (x) = p(x) - n(x) g(a), 

其中 p { x )^ n ( x ) ^ g ( x ) 的正、负变差函数•记 Y ⑷为 v ( x )^ 那么”⑻= 
p { x ) + n ( x ). 按例2所述的方式，由 p ( x ), n ( x ), v ( x ) 可分另! J 导岀 ([ a , b ], B ([ a , b })) 
上三个全有限测度，分别记为 P ， n ， v . 今作 ([ a , b ], B ([ a , b ])) 上广义测度沒 如下： 

9(E) = p(E)- n{E\ Ee B([a,b}), (3.8.4) 

由 (3.8.4) 和测度 p，n 的定义 p (( a ，/?]) = p (/? + 0) - p(a + 0), n (( a ,/?]) = n(P -h 
0 )- n(a + 0)) 可以看岀 


^(( a ? P}) = 9{P + 0) — "(a + 0)， a ^ a ^ ^ 6, 

= 9 {P + 0) - g ( a ), a ^ ^ 6, 


(3.8.5) 


其中 g(b + 0) = g ( b ). 而且广义测度沒是 ([ a , b ], B ([ a , 6])) 上满足 (3.8.5) 的唯一 
测度.有时我们称 p,n 为 g 的正变差、负变差测度.这时 v =p-\-n 称为 g 的全 
变差测度.显然 g 是全变差有限的测度. 

用 Vo [ a , b ] 表 TTC [ a , 6] 上满足条件 

( i ) h { a ) = 0; 

( ii ) h ( pc ) = h(x + 0), x e ( a , b ) 

的有界变差函数 M 由⑻， & 必在 ( a ， b ) 上右连续）的全体.对于 [ a , 6] 上任何有 
界变差函数 g ( x \ 我们作 


"(x) = { 


0 , 


x 


g ( b )~ g { a ), x = b , 
g(x + 0) - g ( a ), . a < x < b , 


那么 h G V 0 [ a , b ], 而且如前面例 2 所示， h 、 g 所产生的广义测度是一样的.因此， 
今后研究有界变差函数导岀的广义测度时，不妨只要考察 VM 中函数导岀的 
广义测度.因为这个事实在下册泛函分析中要用，所以在这里交待一下. 

下面是广义测度的简单性质. 


引理1设 M 是（ X ，丑）上广义测度,那么 
⑴ 〆 0) = 0; ' 
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(ii) (可列可加）对任何 { E n } cR , E n r \ E rn = 0( n ^ m ), 那么 

/ OC \ oo 

"(U 五 n ) = "( 五 n ); 

\n=l / n=l 

(iii) ±00 中只有一个可能被取作为 // 的值 A 

证 从 M 是测度 Ml 、 M 2 之差，以及 Ml 、抑中至少有一个是有限的，立即得 
到 ⑴， （ ii) 、（ iii). 

一般测度论书中（例如[3])，称可测空间（ X ， H ) 上满足引理1中 （ i ) 、 ( ii ) 、 ( iii ) 
条件的集函数 M 为带 符号的测度. 显然，广义测度是带符号的测度.反之，我们要 
证明带符号的测度就是广义测度.为此我们引人 

定义 3.8.2 设//是定义在可测空间 （ X , H ) 的丑上的集函数 , A C X . 如 
果对一切可测集 E G R , Ef]A 必可测，而且 fi { Er \ A ) > 0 ( 或 fi ( Ep \ A ) ^ 0), 
那么称4是 M 的正集（或负集). 


定理 3.8.1 (Hahn 分解定理） 设//是定义在可测空间（ X , H ) 的丑上的 
集函数，满足 M 0) = 0,可列可加，永不取 - oo 值.这时必存在//的正、负集 
A.B, 使得 Af]B = 0,A]jB = X. 

证第一步，找出 M 的“最大”的可测负集.令 


a = inf {/ i ( C )| C 是可测的负集 }, 

取可测负集序列 { C n }, 使得 MC n ) — a . 因为可测负集的和、差、可列和仍是可 
测负集，因此，集 

oo / n — 1 

B = U I C n — Cj 

n=l 、 j=l 

是可测负集，而且易知 = a ®. 

第二步，证明乂 = X - B 是 / i 的正集.对任何 E G 丑，因为 Ef]A = 
五 - EH 尽所以五 n 4是可测集.显然，关键是要证明 > 0 . 假如不 
对，必有乂的可测子 集说， 使得 ME G ) < 0. 显然，说不可能再是可测负集了 
(否则 fi ( B \ jE 0 ) = MB ) + / i ( E Q ) < a , 这与 a 的定义相矛盾)，因此,必有 E 0 的 
可测子集 远, 〆 岛）〉 0. 对岛， 必有自然数 / c ， 使得^ 记一切适合这 

个条件的 / c 中最小数为匕，对于甿必有说的可测子集及，使得 M ^ i ) ^ 7^. 
显然从 五 0 中挖去玢后的 （ E 0 - 私）满足 fi { E 0 - E x ) = fi { E 0 ) - ^ 


① 本书中总假定 -oo 永不能作为 M 的值 . 

② 因为假定 fi(E) ^ -oo(EeR) } 由此顺便得到 a > -oo. 
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/i(^o) - 7- < 0. 继续用 - 玢代替原来的现地位，重复上面讨论就有可测 

集 E <2 C Eo - 五 1," (五 2) > " (五0 — El — E2 ) ^ " (五0 — 五 1) — F ， 如 

此继续下去,得到 2 2 

E n C Eo, E n f]E m = 0 ( 77 , ^ m), m,n— 1,2,3, ••• 

( k <2 ( … （ k n (… ， fi(E n ) ^ , n = 1 ， 2,3, • • • 

f^n 

1 / 00 \ 00 00 1 

显然 n lt 「 =0 , 否则将有 M IJ^n =YAE n )>Y^ =(X) . 但 Eo = 

n —°° 71 \n=l / n=l n=l Kn 

l)E n [j (e 0 - U^nY 根据 M 的有限可加性（可列可加的特殊情况 ), fl(Eo) = 


= —00, 


/i | J 仏卜/ " 五0 — U 仏以及 "( Eo ) < 0,将得 M 五0 - U 仏 
\n=l / V n=l / \ n=l / 

显然这与假设不取 -0 O 矛盾. ^ 

既然 lim = 0. 这表明可测集 F = Eo - U E n 只能是负集.但由于 

一心 n=l 

OO 

/i(F) = fi ( E 0 ) - J 2 fi ( E n )< fi { E 0 ) < 0, 与 Eq 不是负集的理由完全一样，厂也 

不可能是负集.发生矛盾.因而乂是正集. 证毕 

例如例1中的情况，由可积函数/定义出的 u ( E ) 就可以看成带符号的测 
度，对于 I /,集乂 = X (/ > 0 )、 B = X (/ < 0) 就分别是1/的正、负集.当然，取 
集烏= X (/ > 0 ). B l = X{f ^ 0 ), 它们分别也是 z / 的正、负集.所以一般说来 
Hahn 分解并不唯一.但有如下结果. 

系 如果//满足定理 3.8.1 的条件，（乂（乂2,万2)分别是//的两个 
Hahn 分解，那么，必对任何可测集 E 


证 因为 


m(Wi) = = ^EC]B 2 y 


EOiA, - A 2 ) c Ef]A u Ef](A 1 - A 2 ) C 


a ^ b 2 分别是正、负氣所以 ^2)) = 0. 交换 A 、乂2位置，就又有 
fj>{E P |( yl 2 — 乂 1)) = 0. 因此 

二 ^Ef]Aif]A2) = ^Ef]A 2 ). 


同样 ， = 


证毕 
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系表明，从测度方面来看, Hahn 分解实质上是唯一的.由此引人下面几个重 
要的测度（容易验证它们是测度） 

/i+(E) = ^E^A)^~(E) = (3.8.6) 

\ f i\(E)=^(E) + f x-(E), (3.8.7) 


( EeR ) 

分别称 //+ 、 / i - 、|川为 / i 的 正变差测度、负变差测度、全变差测度. 并且显然有 

f,(E) = ^(E)-fi-(E), (3.8.8) 

M(E) > \fi(E)\. (3.8.9) 

这样，我们得到类似有界变差函数的 Jordan 分解的定理. 

定理 3.8.2 (Jordan 分解定理） 设//是定义在可测空间 ( X , R ) 的丑上 
的集函数.满足 ^(0) = 0 , fi 是可列可加的，并且 / i 永不取到 - oo . 那么必有 
KE ) = (E e R ), 并且存在正数 a , 使得一切 E e R ^~( E )^ a . 

读者自己证明这个定理. 

JoKian 分解定理说明，带符号的测度就是广义测度，和有界变差函数的分解 
一样，有如下系. 

系 设// = /ii - /^2是（又, 丑） 上广义测度，那么对一切 E e R , 

Mi ( 五 ）> M + ( 五 ) ， "2( 五 ）> 五 )， (Mi + "2)( 五 ）> IH( 五 ). (3.8.10) 

证 由（ 3 . 8 . 6 ),对任何 EeR ,^( E ) = fi(E f ] A ) = f i l ( Ef ] A )- fi 2 ( Ef ] A ) ^ 
fii ( Ef ] A ) ^ fi ^ E ). 同样, fi 2 ( E ) ^ fi -( E ). 由此易知 (/ i !+/ i 2 )(^) ^ \ fi \( E ). 证毕 

系表明，广义测度的 Jordan 分解是一切分解 ^ ^ ^中达到某种意义 

下的极值的分解.今后都采用这种分解. 

对于广义测度,我们同样可以引人如下一些概念. 

定义 3.8.3 设//是可测空间 ( X , R ) 上广义测度，如果对任何 E e R , 
fi { E ) < oo ®, 称 /i 为有 限的； 如果 X eR , 有限的广义测度称 为全有 限的； 如果 

OO 

对每个 EeR , 总存在 { E n } c R , fi ( E n ) < oo , E C IJ 五 n ， 称 M 为 心有限的； 如 
果 X e a - 有限的广义测度称为全 CT - 有限的. n_1 


①我们书中规定 , fjL(E) 不取 -oo 值，所以， fj,(E) < oo 就是 -oo < n(E) < +oo. 
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从 Jordan 分解，读者很容易证明下面性质 

( i ) M 是有限的充要条件是 | 川为有 限的； 

M 是全有限的充要条件是 N 为全有限的. 

(ii) /i 是 a- 有限的充要条件是 |/ i | 是 a- 有限的； 

/ i 是全 a - 有限的充要条件是|川是全 a - 有限的. 

3. 关于广义测度的积分 和普通测度一样，类似地引入函数关于广义测度 
的积分. 

定义 3.8.4 设( X , R , fi ) 是广义测度空间， f 是 E 上可测函数.如果/在 
E 上关于 |/ i | = 十是可积的（等价于 f 在 E 上同时关于 / i + 、可积), 
那么称 f 在 E 上关于 /i 可积分 ，称 



是/在 E 上关于 /X 的积分， 记为 | / d / i . 

特别，如果（ X , 风 //) 是 （ E 1 , 尽 W 或 { E \ L ^ 办这里沒是 E 1 上有界变差函 
数（即可分解成五 1 上两个单调函数之差的函数)，上述积分就仍称为 Lebesgue - 
Stieltjes 积分. 

和普通函数一样，当/是复值函数时，我们只要分别考察 Ref.lmf 的积 
分就可以了. 

关于广义测度的积分,有完全类似于普通测度积分的性质. 

定理 3.8.3 设（ X , 只, / i ) 是广义测度空间，那么有如下 性质： 

1。 任何 fi ( E ) < oo 的集 E 上的有界可测函数关于//总是可积的. 

2 。 设/、 h 关于//在 E 上可积， a 、/3是任何两个常数,那么 a / +外关于 
\ x 也是在 E 上可积的，而且 

/ ( a / + /3h)dfjL = a f fd/j, + P f hdfi. 

J E J e J E 


3。 如果 / 、 h 在 E 上关于 I 川几乎处处相等,并且/可积,那么 



hdfi . 


4°对任何 E 上可积的函数/,总有 



< / 1/1秦|, 

JE 
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特别地，当9是上有界变差函数时， 


f ^9 




/ 1/11刎①. 


5。如果/在 E 上可积，那么对任何 e > 0, 一定存在5 > 0,当 e C E ， 
M ( e )<5 时， 

J fd/J, < £. 

6 °如果 { E n } 是一列互不相交的可测集，那么/在上关于 M 可积 
的充要条件是 

⑴/ 在馬 (i = 1,2,3,…）上关于// 可积； 

( ii ) Y ] f |/| d |/ i | < oo . 



当 / 在上可积时,成立着 




/d U 牡 


特别地，当 M Vo [ a , b ] Bt , 对任何 c e ( a , 6), 

J f ^9= J J fdg = J fdg + j fdg . 

[a, 6] [a,c] (c,6] [a，c) [c，6] 


7° (控制收敛定理） 设 {/ n } 是 E 上可积的函数列，如果 / n 关于 M 几 
乎处处收敛于/,而且存在可积的函数 F ， 使得 

\fn\ < F(n = 1，2, 3,… .） 

关于 H 几乎处处成立.那么 


lim / f n dfi = / lim / n d ". 

n—ooj J n—^oo 

因为这些性质均属明显，我们不去证明了.读者必须注意的是，凡是以前 
普通测度的积分中所说的“零集”、“几乎处处”之类的条件，现在都要改成关 

x 

①“1^1”是分析数学中一般通常用的记号,表示 g 的全变差 V (^) 所导岀的测度的微分，即 

a 

x 

“dV ⑷” 

a 
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于 |/ i | 的“零集”、“几乎处处”.这是因为对广义测度 / i 来说，它的零集可以 
很“大”，例如一个非零的广义测度，全空间 X 却可以是它的零集.具体例子如 
X = [0,2 jt ],^( x ) = since . 由 〆 1 ) 导岀 [0, 2 jt ] 上所有 Borel 集上的广义测度仏这 
时 ^([0,2 jt ]) = g { 2 n ) - ^(0) = 0. 其次，凡是关于普通测度的积分理论中要通过 
不等式的估计才能得到的性质（例如一切极限性质 等)； 那里的条件都得改为关 
于测度 | 川的条件.这种条件的更改是由于广义测度 M 是可以取正、负值所造成 
的.读者如能实地地去推导一些性质就不难正确地把握了. 

当 Mi 、 A 是 { X , R ) 上两个普通测度， / i 2 是有限的，如果/ 在五 上关于 
可积，一般地说，/并不一定关于^、 M 2 是可积的（请读者举一个例 
子)，但有如下结果. 

引理2 如果 /i = /ii - / i 2 是（ X ， 只） 上广义测度，/在五上关于 / il 、 / i 2 都 
可积，那么/在 E 上必关于 / i 可积.当可积时，有 

[ fdf != [ / d / i ! - [ / d / i 2 . (3.8.11) 

J E J E J E 

证 从 （3.8.10)， 即从 //+ ^/ i 2 , 立即知道 / 关于在五上 

可积（参见 §3.3 习题 12). 又由于 — "2 = "+ -//-，即 "1 +//— = "2 + 〆 ，因 
此 


[ /d/ii-f [ fd/jT = f /d(/ii +/i~) = [ /d(" 2 + "+) 

J E J E J E J E 

=f /d/i 2 + f /d/i + . (3.8.12) 

JE Je 

上面第一、三两个等式是利用 §3.3 习题12得到的.由 （ 3.8.12 ) 立 即得到 （ 3.8.11). 

证毕 


下面是关于测度的线性. 

定理 3.8.4 (线性） 设^是 ( X ^ R ) 上的两个广义 测度. 如果/在五上 
关于 M 、 ^可积，那么，对任何常数 a 、 /3， 

[fd(a/j, + (3u) = a [ /d/i-f /? [ fdu. (3.8.13) 

Je Je Je 

证我们仅考察 a^ 0 ,/ 3 ^ 0 的情况（其他情况由读者补证).这时 

afi-h /3u = (a/i + — (3v~) — (a"_ _ jdiA), 

因为 / 关于 〆、 //— 、〆 、广可积，因此 / 关于测度在 
E 上可积.由引理 2 , /关于~在五上可积,并且 

[ /d(a/i + Pu)= [ /d(a/i + - (5v~) - [ /d(a" _ —/?z/ + ). 

JE JE JE 
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因为 a/i + - Pu~ = a"+ + (~/3)u~,a/j,~ - /3z/ + = ol\x~ + (-/3)i/ + 易知 
P /d(a"+ ~(3u~) = a f /d"+ + (-/3) [ fdu~, 


E 


E 


E 


/ fd(afT - (iiA) = a /d/i_+ (-/?) / /d〆. 

Je Je J e 

由此立即可以得到 （ 3.8.13). 证毕 

4. R-N 导数 对于广义测度，除了有类似有界变差函数的 Jordan 分 
解，也有类似于全连续函数的 Newton - Leibniz 公式的结果，通常称为 Radon - 
Nikodym (拉东-尼古丁）定理，还有类似的有界变差函数的 Lebesgue 分解定 
理，为此,先推广全连续 概念. 当然要把直线中启发引入全连续函数概念时的不 
定积分这种卑_攀 F ( x )( 见 (3.7.4)) 换成： 

KE )= f / d / i , EeR , 

JE 

WE ) 是 ( X , R ) 上的 隼學取 是广义测度.由积分全连续性的启发，我们可以引 
入一个测度关于另一个广义测度全连续的概念. 

定义 3.8.5 设〃、//是可测空间（ X , 只) 上两个广义测度.如果对任何 e 〉0, 
必存在 6 > 0 , 使得对任何 EeR , 只要 \ fi \{ E ) < 5 Ht , 就有 W ( E )\ < e , 那么称 z / 

关于 M 是强全连续. 

上述全连续概念完全是仿照 §3.7 直线上的情况.读者容易 证明： Y 关于" 
猙余荜窣昀芣睪舉佇晕 M 笨亍^为猙余连续,或者充要条件是 〆 、〃-同时关 
于 M 为强全连续 ' 
但在一般测度论中，常用的是比强全连续要求弱一点的下面的全连续概念. 

定义 3.8.6 设!/、//是可测空间 ( X , R ) 上两个广义测度.如果从 \ fi \( E )=0 
必可推岀 \ v ( E )\ = 0,那么，称 z / 关于//为全 连续， 记为 z / < / i . 

从定义先得到今后有用的下面事实. 

引理 3下面三件事是等 价的： 

⑴ p 

( ii ) I /+ 《 z / - 

( iii ) | i /| 《 "• 

证 （ i )= Kii ) 记乂 、 B 为 的正、负集，= X , AC]B = 0 . 

E e 丑 ,|/ i |( E ) = 0,因而 |/ i |( EA 乂） = \ fi \( Ef ] B ) = 0. 根据 （ i ) 成立，必然 
卜 ( EA 乂 )| = 0,卜 ( EAB )| = 0,即 v + { E ) = u ( EC \ A ) = 0 , iy -{ E ) = - u ( EC \ B ) = 
0. 从而 （ ii ) 成立. 
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( ii )=>( iii )=>( i ) 都是显然的. 


证毕 


利用引理3就得到下面有关强全连续和全连续关系的命题. 

引理 4⑴1/关于//强全连续时，1/必关于//全连续； （ ii ) 如果 z / 是有限 
的,那么，〃关于 M 强全连续等价于^关于 M 全连续. 

证⑴由强全连续假设，对任何 e > 0,存在 (5 > 0,只要 | 川⑻< J 时， 
W \{ E )<£. 特别地，当 E 是|川零集时,对任何5, ME ) <6 成立,所以 \ u ( E )\ < 
e . 再令 e 0,便得到 \ y { E )\ = 0,即 z / 《 / x . 

( ii ) 由 （ i ) 知道，只要证明在〃是有限的条件下，由全连续能推岀强全连续. 
假如不对，即1/关于//不强全连续，自然|〃|关于//不强全连续.因而存在印 > 0, 
对任取5 = — (n = 1,2,3,…)，相应地有 6丑， \/ j ,\( E n ) < 但 \ u \( E n ) > £ q . 

从而 M (0 &) 〉以 71 - 1,2,3, ..)- fi IQ 是单调下降序列，并且 

\k=n / L k=n ) 

/ 00 \ i 00 

1^1 ( U ^ < ⑺，记 F = Jirn ^ |J E k 所以 |/ i |( F ) = 0. 另一方面，又 

^S t k == Th / k' = -Tb 

假设^是有限的，因而 | z /| ( U 五 fc ) < 从而 

\k=n / 


IHOP ) = lim M 

n—oo 


oc 

k=n 


彡 £：0. 


这就是说 M 关于 M 不全连续.但根据引理3,1/« / i 等价于 M 《所以这不 
可能，因而〃关于 m 为强全连续. 证毕 

因为在一般情况下，&有限测度总是化成可列个测度有限集上去考虑.因而, 
上述全连续概念在一般测度论中已足够应用了， 

注意，即使在全心有限测度情况,两种全连续性并不等价. 

例3 { E l , B ) 是直线上 Borel 可测空间，取 /i = m ， z / 取为 〆 a :) = o : 3 所导 
出的 Lebesgue-Stieltjes 测度.由于 


z/((a,6]) = g(b)-g(a) = g f {0)(b - a) = 0 2 fi((a,b}), a < 6 < b, 

易知 ^ 关于 M 不是强全连续的（因为沪值可以任意地大). 

但关于 M 却是全连续的.事实上，如果五 G B , fi ( E ) = 0. 如记= 

+oo 

E 门(打 ， n + l](n = 0, 士1，士 2,.. •)， 那么五 =|J E n ， fi ( E n ) = 0 •把 / i 、 p 都限制在 
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(( n，n + l ]， Bf |( n,n + 1]) 上，对任何 F G Bf ]( n , n + 1], 易知 

y { F )= g ( F ) = [ 鄰 t = f t 2 dt . 

jf J f 

函数 t 2 在 （ n , n + 1] 上是 Lebesgue 可积的，特别取 F = E n 0^, 便有 u { E n ) = 0. 
再由 p 的可列可加性，得到 y (U £„) = 0. 证毕 

如果我们采用“积分”可以取无限大值（参见 §3.4 第三小节的说明)，容易知 
道,对任何 EeB, 上例中 u ( E ) 可表示成下面形式（参见 §3.4 习题 I 2 ) 


jy(E) = t 2 dfi(dfi = dt). 

J E 

函数 〆 cc ) = ? 的导函数 g f ( x ) = 3 x 2 , 正是集函数 1/ 关于 M 的“密度”函数. 

对于一般测度空间，如 §3.4 习题12所指岀.如果 ( X ， R , g ) 是全&有限测 
度空间， f 是 X 上非负可测函数,那么，由/定义的集函数 

u ( E ) = [ / d / i , EeR . (3.8.14) 

Je 

是 ( X , R ) 上的全心有限测度，并且从 fi ( E ) = 0必可推岀 u { E ) = 0. 

下面我们要证明两个全&有限的广义测度， 如果〃 《 / i , 那么〃必表示成 
(3.8.14) 形式（当然函数/不一定是非负的了).通常称它为 Radon - Nikodym 定 
理，简称为 R - N 定理,而称/为1/关于 / i 的 Radon-Nikodym 导数 （ R-N 导数)， 
记为？. 

d/i 

定理 3.8.5 ( Radon - Nikodym ) 设是 ( X , R ) 上两个全心有限的广 
义测度，如果 V 《 / i ， 那么必存在 ( X , R ) 上有限可测函数/，使得 


u { E )= [ / d / i , EeR , (3.8.15) 

JE 

并且这里的 / 是由〃唯一确定的（除去一个 |/ i |_ 零集上的值有差别之外). 

证第一步，先证唯一性.如果又有 X 上可测函数/ I ，使得 

u ( E ) = [ " d "， EeR , (3.8.16) 

Je 

这时，令 A + 、分别为 / i 的 Hahn 分解的正、负集， A + 门= 0, A + U 乂_ = 
X . 由于 


0 = u(x(h > / 们乂 土 ) — ^{x{h > /)rvi 土 ) 



X(/i>/)f|A± 


hdfi — 



X(/i>/)f|A± 


/ d/i = J ( h - /) d / i , 
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由于被积函数是定号的，从上式立即得到 |/ i |( X (/ i >/))=0, 同样可证 |/ i |( X (/> 

h )) = 0,即 / = / i . 

m 

第二步，在 / i ， 〃都是全有限测度情况下，证明存在/，使得 （3.8.15) 成立： 

⑴先解决如何 从隼兩 窣条件 ^«/ i 来找岀卑 學窣 /?较自然的想法是从 
吓 方”逼近所要求的/:记2是 ( X , R ) 上满足 


hdfi ^ E e R , 


(3.8.17) 


的非负可测函数 /i 的全体.显然 ，^^0 (至少 /I = 0属于义).可以设想，要求 
的/应是 Zie 义的“上确界”函数.显然不能简单地取/ = sup / i (/ 的函数值 

可能处处无限大，另外/的可测性没法保证). 

为了找 /，令 a = sup { / / id/il ^ u ( X ) < oo . 任取一列 / i n G Jif ，使得 
he 父 Ux J 


lim / h n dfi = a , 
飞 Jx 


(3.8.18) 


记 /o = sup {/ i n } = lim max (/ ii , ••- ，/ i n ). 为了证明 / 0 实质上就是所要求的/，先 

n n^oo 

证 / Q G 义：事实上，对每个 n ， 必存在 n 个互不相交的集 E lr ^ E n , X =( jE u 

i = \ 

使得 xeEi 0 t , 可测函数 f n ( x ) = max (/ n ( a :),... , h n ( x )) 就是心⑷.由 (3.8.17), 
对任何 EeR , 


/nd/i 


/nd/i 


u (^ n ^) 


u 




(3.8.19) 


即 / n G 但 / i 彡 / 2 彡…彡 / n 彡…，由 Levi 引理知道 /o = / n 是 
( X , R ,/ i ) 上可积函数.由 （3.8.18)、（3.8.19) 还可以得到 n 


/ /od/i = a , / f Q dfi ( i /( E ), E e R . 
X J E 


(3.8.20) 


因为九 = oc 的点最多是 / i - 零集，所以不妨设 / o 本身就是有限函数（否则改变 
某个零集上函数值就可以了). 

( II )证明/ 0 就是所要求的“上确界函数”/:如令 


i / 0 ( E ) = u ( E ) - / / 0 d/i, E e R . 

J E 
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显然，就是要证明对一切五 e R , ME ) = 0. 如果不对，那么必有 某个五 0 e 
R , u 0 ( Eo )^0. 注意，由 (3.8.20) 知道， i / 0 是（ X ， R ) 上测度.根据 iy 0 ( E 0 ) > 0,必有 

自然数 n ， 使得(说）> 0. 根据 Hahn 分解定理，必有（不妨取为可测 

的）集4 (冲 - ㈤ > 0,而且对一切 A 的可测子集(% - ;/ i ) ( A ) > 

0①.我们说这不可能，因为由 p 《 /i 以及& — ⑷ > 0,必有 fi ( A ) > 0 

(否则由 M 04) = 0,推岀 v { A ) = 0 ,更有岣 ㈤ = 0 ,从而^/ 0 - ⑷= 0 ) .作 

函数 

h = fo + ~Xa, 
n 

此处 Xa 是集 A 的特征函数.显然，对任何 EeR , 


[ /id/i = [ (fo + -X>i ] d/i-f / / 0 d" 

JE JeC\A\ n J JE-A 

彡 … 一 uo)(Ef)A) + ~^E^A) + u(E - A) 
n 

^ u ( Ep { A ) + u ( E - A ) = u { E ), 


即八 G 义可是 


/id/i = / /od/i + — / XA^fi = a + -/x(A) > a, 


这与 a 是 2 类中积分的上确界相矛盾.所以冲= 0,因此/ 0 = 

第三步，证明当 V 、 / i 是两个全 &有 限的测度时，存在/使得 ^.8.15) 成立: 
由于〃、 M 的全&有限性，存在两个互不相交的序列 { E n }, { F m }, 使得 

oo oo 

[ jE n = X = |J F m , u ( E n ) < oo, / i ( F n ) < oo(n = 1,2,3, • • • )• 显然 {^ nfl ^ n } 

n=l m=l 

互不相交（对一切 n , m ), 并且对 I /、/ i 都是有限的序列.把〃、 / i 都限制在 
( jE ； n f | Un (五 nf | Fm )) 上，都是全有限的测度，并且仍满足^因而存 
在 / n ， m ， 使得 

U ( E ) = [ / n , m d/i, E G Rfl ( 五 nfV^m). 

J E 

在 X 上定义 /: 当 x G E n f ] F Tn ( n , m = 1，2,3，...） 时， / ⑻ = /n，m ㈤ .易知这 
个 / 便适合要求，即 （3.8.15) 成立. . 

第四步，证明当〃、 / i 是两个全&有限的广义测度时，存在/使得 (3.8.15) 
成立： 

①这个事实相当于所要找的函数/与/ 0 的差/ - / 0 在 A 中大于等于 i . 
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由于 V 《 / i ， 所以^《|川，从而 〆 《 |/ i |, Z /~ < |/ i |. 由第三步，存在/+、广， 

使得 

^{E)= [ / + d |/ i |, u~(E)= [ /- d |/ i |, EeR , 

J E J E 

记 /o = / + -厂，因而 


u { E ) = [ / 0 d |/ x |, E e R . 
J E 


用 # 表示 / i 的 Hahn 分解中的正、负集,令/ = fo(XA ~ Xa )^ 显然 


KE ) = f / od |/ i | = [ / 0 d |/ i | + / / od |"| 

Je JeC\a+ JeC\A- 




Ef ] A + 


/ od/i = 



证毕 


现在利用 R - N 定理将微积分中的下面公式 



推广到一般测度的情况. 

定理 3.8.6 设 I /， / i 是（ X ， R ) 上两个全心有限广义测度， ECX ， 且 
又设/是五上关于 ( X , R ) 可测的函数.那么/在五上关于^可积的充要条件 
是/#在五上关于 / i 可积.当可积时，下式成立： 

d/i 

[ fdu = [ /芸 d / i . (3.8.21) 

JE JE 

证我们只证 〃 、 / i 都是测度的情况. 

第一步，证明当 f 是 E 的可测子集 A 的特征函数; u 时必要性成立： f = XA 
关于可积就是 （3.8.21) 的左边积分存在，而且 | /如= iy ( Er \ A ) < 00 ,而 

(3.8.21) 的右边 

L xA % dti= I EnA f^ =u{EnA ^ 

即 (3.8.21) 右边积分不仅存在，而且确实与该等式左边相等. 

第二步，证明当 f 是 E 上的非负可测函数时必要性成 立：作 


Qn+l 

fn=E 


2 n 


Xe 


<1 七 


n = 1，2,3,… 




. 262 • 


第三章可测函数与积分 


显然 {/ n } 是单调增加序列，并且 Jim / n = / (处处收敛).由/在 J 上关于1/ 
的可积性， 易知 f n 都是关于1/可 S ! 并且 

lim [ f n du = [ fdu . (3.8.22) 

n —°°JE Je 

根据第一步，易知 （3.8.21) 对 / n 成立，即 

[fndiy= [ /n^d/i, n = l ，2,3, …. （3.8.23) 

Je Je d/i 

但 |/ n ^} 也是单调增加序列，并且 n lim = ( 处处收敛}从 (3.8.22) 

便知（3.8. 2 3)右边积分有上界.由 Levi 引理， 




= L f % d ^ 


第三步，对一般的关于 p 可积函数/，分解/ = /+ - r ,/± 都关于1/可积， 
分别对/+、/_用第二步结论，并注意到/= (，_)'立即得到 

L f+ % 如 - I E r % 如. 


/ 广 diy- f~du 
e Je 

[ ff a ^ 

E d " 


上面证明了必要性，以及等式 （3.8.21) 成立，下面证明充分性. 

第四步，将第一、二、三步中的每步证明过程反过来就可 证明： 如果关 

于 M 可积，必可推岀 f 关于 也可积（自然 (3.8.21) 也成立). 

对 M 都是测度时，定理 3.8.6 已被证明.至于一般情况的证明将留给读者 
作为练习. 


现在给出定理 3.8.6 在直线上的具体形式，它是通常分析数学中常用的. 
系1设0 e Fc ^，6]，/ i 是上关于 g 可积的函数.作函数 


u ( x ) = 



x = a , 
x G ( a , 6], 


(3.8.24) 


那么⑴以 ⑷ G F 0 [ a ，&] ; ( ii ) [ a ，6] 上 Borel 可测函数 / 关于测度 w (由 u ( x ) 产生 
的）可积的充要条件是// I 关于 g 可积 .（ iii ) 当/关于 w 可积时，下式成立 



(3.8.25) 
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本系1是定理 3.8.6 的直接推论，不予证明.但必须注意 ：当 〆 t ) 在 t = a 
点连续时， (3.8.24) 中定义的就是 

u { x ) = J hdg，x G [ a , b }. 

当分⑴在 f = a •点不连续时，只有 （3.8.24) 定义的才属于 V 0 [ a , b ], 更重要 
的是它产生的测度才与测度 

u { E )= [ hdg , EeBf ][ a , b }, (3.8.26) 

Je 

相符合（由 (3.8.26) 定义的测度才是适合定理 3.8.6 的测度，由坷 x ) 产生的测度 
^在单点集 { a } 上有 u ({ a }) = 0,而 

u ({ a Y) = f hd 9 = h { a )[ g(a -f 0) - g ( a )}, 

J [ a , a ] 

一般地说 w ({ a }) ^ 0. 在考察 Lebesgue - Stieltjes 积分时，这种地方应特别当心. 
当然，对于无限区间也有类似于系1的结果. 

下面的系是更为特殊的，但也是很重要的. 

系2设 w ( x ) 是 [ a ，6] 上的全连续函数，/是 [ a ，6] 上 Borel 可测函数，那 
么，/关于测度 u (由产生的）可积的充要条件是 / u ») 是的导函 
数）是 Lebesgue 可积的.当可积时，有 



只要在系1中取 h = v/,g = m 立即就得到系 2. 

下面是分部积分公式 


(3.8.27) 


系3设/、〃是 [ a ，6] 上两个全连续函数，那么 

/(%(&)- f ( a ) g ( a )= [" fdg + f gdf . (3.8.28) 

J a J a 

证 因为 fg 也是全连续函数，由 Newton-Leibniz 公式以及 (3.8.27) 就得 
到 

f ( b ) g ( b ) - f { a ) g ( a ) = ( ( fg ) f dx = ( fg f dx -\- j fgdx 

J a J a J a 

pb pb 

= / fdg + gdf . 

J a J a 
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5. Lebesgue 分解 现在将有界变差函数的 Lebesgue 分解推广到一般测 
度的情况.先引入测度相互奇异的概念： 

定义 3.8.7 设 I /、 M 是可测空间 ( X , R ) 上两个广义测度，如果存在集 A 
使得对一切 EeR ,^ Ef ] AeR , \ iy \{ Ef ] A ) = 0,\ fi\{E - A ) = 0, 那么，称 i/、/i 
是（相互）奇异的，记为〃丄 / i . 

显然，〃、 M 是奇异的，意味着 X 被分割成两部分 A、 X - A , 所有 H 中的元 
素 E 相应地必分割成两个可测的部分 EpiA , E - A , 而所有4中可测子集都 
是零集， X - A 中可测集都是 |/ i |- 零集.当 R 是&代数时，取£； = X ,由此 
可知，此时4本身必是可测集. 

引理 5设 w 、 a 、 / i 都是可测空间（ X ， R ) 上广义测度， H 是心代数，而 
且 w 丄 /i(i = 1 ， 2), 那么 （W 士 Z/2 ) 丄 M. 

证 因为 w 丄 //(i = 1，2)，所以存在人， \ fi \( Ai ) = 0, | i / i|(X — A {) = 0. 显然， 
h 士 i ^ 2 \( X - ( A 1 [ jA 2 ))^ (卜| + H)(X — ( A 1 [ jA 2 )) = 0,而 \ f i \( A 1 [ jA 2 ) = 0, 
所以士 i / 2 ) 丄证毕 

例 4 设 p 是 （- oo ，+ oo ) 上的跳跃函数，由它产生（即由右连续 函数 〆 4 = 
-f 0) 产生）的广义测度 p 的测度实际上隼中在函数^的不连续点全体 
A = { x n \n = 1，2,… ， p，p 彡 00 } 这个集上，即 (/?((— oo , + oc ) — A ) = 0. 然而 
m { A ) = 0 (m 是 Lebesgue 测度)，所以 p 丄 m . 

例 5设（ X ，丑，是测度空间， H 是^代数， △ 、/ 2 是 X 上非负有限可测 
函数.作两个测度1/1,1/2：对任何 EeR , 

Ui ( E ) = f fidfi ， i = 1,2, (3.8.29) 

J E 

扣果 / i / 2 = 0, 那么取 A = X(/x = 0), 便知对任何 EeR , 

ui ( Ef ] A ) = 0, u 2 {E - A ) = 0, 

即 W 丄 i /2. 反之，由 (3.8.29) 产生的两个测度 = 1,2), 如果 z / i 丄 z /2, 显然必 
有 hf 2 = 0. 

例 6设 是上单调增加的奇异函数，由它导岀卜上 Borel 集 
类上测度 S 必与测度 m 是奇异的. 

证 记五={咖/⑷= 0} - { a , b }. 注意 E 未必是 Borel 集.由于 m ([ a , 6]- 

OO 

E ) = 0,因而存在 Borel 集 Q =门 O n D [ M ] - £；，其中 O n 都是开集， O n C 
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[a ， 6] ， 而且 m(Gs) = 0. 今取 A = G& 要证明 s 丄 m, 仅需指岀 5([a, b] — Gs) = 0 

OO 

即可 . 由于 [a ， 6] — F n , 其中 = 卜， 6] - O n 是闭集.根据测度的次可 

列可加性，只要证明 s(Fn) = 0(n = 1 ， 2,3,… ）即可 . 下面证明这一点： 

固定自然数 n ， 因为 C 五，所以对任何给定的 e > 0, 对每个 xo € ，总 
有 5o(x 0 ， e )， 使当 |:z/ - x 0 | < (5 0 (x 0 ， e) 时， 

g (^) - g ( x 0 ) 

X f — Xo 

因而一切 {(x 0 -5o(xo,e),x 0 + (5o(xo,e))|a：o G F n } 覆盖 F n . 利用 Borel 覆盖定理， 

k 

可选岀有限个区间 - - - , {xk-Sk.Xk-^Sk), {J(xi-Si,Xi-\-5i) D 

2—1 

F n , 不妨设 {(a - S^Xi + Si)} 互不相交，利用 （ 3.8.30 ) 立即得副 

k 

^(-^n) ^ 〉: - Siy Xi ^i)) ^ s{b _ fl )， 

2=1 

再令 £： ― > 0, 就得到 s{F n ) = 0. 证毕 

定理 3.8.7 (Lebesgue 分解定理）设 /x 是可测空间 (X, R ) 上两个全 
a- 有限的广义测度，那么必存在唯一的全 ^ 有限的广义测度心和使得 V = 
I/ S + z / c , 而 I/ C 《 /i ， z/ s 丄 /i. 

证第一步，先对 〃、/ i 都是测度的情况证明定理中的分解成立：由于 V 《 
1/ + /i ， /i 《 1/ + /i ， 所以存在/〃、 / M ， 使得 

u(E) = [ fjA …+ ⑹，从 E) = f / M d(z/ + /i ),£； G R, 

J E J E 

记 A = X(f^ >0),X-A = = 0) . 作 (X, R ) 上两个全心有限测度 iy s 、 iy c : 

i/ s (E) = [ Uxx-Ad(iy + fi)，iy c (E) = f ^XA^zz + Zi), E e R, 

J E J E 

显然， 1/ = Z/ S + Z/ C . 其次，对任何 E e R, 

K E - A) = f / M d(/i + i/)=0, 

JE-A 

i/ s (Ef]A) = [ j v \x-A^{y + ") = 0 ， 

JEf\A 

即 1/ S 丄 /i. 再证 i^ c 《 fi: 设 E 6 R ， 并且 fi(E) = 0. 因此 A) = 0 ,注意到 
在 4 上是正的，从 

0 = ^i(Ef]A) = f / M d(z/ + ") 

JeC\a 
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就可推出 （1/ + fi )( E ) = 0,从而 

u c ( E ) = [ UXAd(u - f / i ) = / Ud(iy + ") = 0, 

Je JeC\a 

即 z / c 《 

第二步，证明当〃、/ i 都是广义测度时定理中的分解 成立： 由第一步，测度 
、广对 |/ i | 而言必分别存在分解 

^ = ^t - ^丄 ImI ， # 《 ImI, 

所以 - z / f 《 |/ i |, 即 ^ ^ < M ； ( ii ) 由引理5,得到 « — C ) 丄 |/ i |, 即 

« - G ) 丄 / i . 从而只要取 i/ c = < - i / c - ，匕 = < -、- 就适合定理中的分解的 
要求. 

第三步，证明唯 一性： 如又有一组分解 v = 那么 

v c~ ^ c — v ， s~ u s - 

因为 i / c -^ < H 所以对任何 EeR , 如果 |/ i | ⑻二0必有 h - ^ C \{ E ) = 0. 
另一方面，又有 （K - 心= (4 - ^)丄|川，所以存在 l / il - 零集為使得 

Wc — ^c\(^ — A) = \u f s — ^ S |(X — A) = 0, 

从而对任何 EeR , jiy c - u f c \( E ) = \ u c - u f c \(E f ) A ) + \ u c - v^E - A ) = 0, 即 
v c = i / f c1 u s = v ' s . 证毕 

6. 测度唯一性 下面的两个定理主要是为了泛函分析的需要而写的. 

定理 3.8.8 设 g G V 0 [ a , b ), 而且对 [ a ， 上任何正值连续函数 x ⑴，始终有 

[ t ⑴如⑷ > 0,那抑）必是 [ a ，6] 上单调增加 函数. 

J a 

证在 [ a ，6] 上作一列函数 { x n ( t )} 如下： 

1 + — ， t G [ a , /?], 

n 

Xn(t)=< + ^ t€ { p ^ + ^r ' 

-， t G ((3 + - —, b (n = 1,2,3, ••- ), 

l n \ n \ 

显然 \ x n { t )\ ^ 2. x n { t ) ^ 并且 lim x n ( t ) = X [ a 潤⑷（如图 3.12). 取厂三 2 
作为控制函数，由广义测度控制收敛定理（定理 3.8.3 的 7°) 就得到 
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图 3.12 




图 3.13 



由此得到对一切 a < a < /? < 6,都有 〆 /?) - 贞⑷ > 0, 即 g 是单调增加函数. 

证毕 

系设 9 e Vb[a,6], 而且对 [a, 6] 上任何连续函数 x{t), 始终有 j x(t)dg(t) 
= 0 , 那么 ^ = 0 . 
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证根据假设,对一切正值连续函数 ， y x ( t ) dg ( t ) ^ 0. 由定理 3.8.6 立即 
得到9是^ 6] 上单调增加函数.又由于 " 

[ = [ (-工 ⑴ ㈣ ， 

J a J a 

所以 (- g ) 也应该是 [ a , 6] 上单调增加函数. g ，(— g ) 既都是单调增加函数,所以 
只有 〆 0三 常数. 但是 〆 a ) = 0,所以分⑴三证毕 
我们注意,这里条件 g G V 0 [ a , b ] 是不能去掉的，例如，任取 a < c < 6作函数 


那么对一切连续函数 a ；( t ), 都有 


0 ，^ 7 ^ C , 


x ( t ) dg ( t ) = 0, 


但是 g ^0. 

对于周期函数我们也有类似的结果，为了以后的需要我们也把有关结果写 
于下面. 

记 I 为 ^ 0 [ o ,2： t ] 中在点 x = 0也保持右连续的函数全体.对任何分 e y 23l , 
它导岀的 [0,2: t ] 上广义测度 g 显然具有如下 性质： 对任何 QK 27 t , g ([0^}) = 
分((0,/?]),或者说由单独一点 x = 0, 组成的“闭区间” [0, 0] 的测度 ^([0,0]) = 0. 

定理 3.8.8' 设 g G y 23 t , 如果对任何以 2: t 为周期的正值的三角多项式 
T ⑴，始终有/ 了⑴如⑴ > 0,那么 〆 0是 [0,2: t ] 上的单调增加函数. 

证利用定理 3.8.8 中所作 { y n }, 并取 a = 0,6 = 2 jc . 显然 2M 都是 [0, 2 jc ] 
上连续正值函数,并且 2/(0) = y {2 n ) = ^它可以用三角多项式在 [0,2: t ] 上均匀 
逼近（参看 [2]), 即对任何一个 2 M ， 总存盖三角多项式序列 { ll n ) }, 当 m — oo 时， 

p 2 n 

T ^\ t ) 均匀收敛于 2 M . 由于/ T ^( t ) dg ( t ) ^ 0,利用广义测度控制收敛定理, 
就得到 ° 


L 如圆〜 ^ 

和定理 3.8.8 一样，再令 n — > oo , 就得到 


9((3) - 9{ ol ) 


X(a,f3]dg 


e )( 物⑴ > 0, 


2/nd 夕 > 0. 


由此得到0 < a ： < /? < 271, g ((3) - g ( a ) ^ 0. 再根据 〆 0) 二 〆 0 + 0), 所以对 
0^ a < P < 2 jt , g { P )- g ( a )^0 也成立，即分是 [0,2jt) 上的单调增加函数.类似 
可证 g (2 n ) ^ g { x)(x e [0, 2 jc )). 证毕 
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同样可得类似于定理 3.8.8 的系，由于以后我们不用它，所以不写了. 

7. 测 度与积分后记 作为一般集上的测度与积分理论，本书中所介绍的， 
是目前流行的最一般的形式了.这些结果在四十年前就有了.后来，又在某些方 
面有了推广,例如，向量值测度（即非数值的测度).在定义域方面,现在已经是一 
般集了，一般不能再推广，所以，对定义域，往往是再加入一些结构，例如，考察希 
尔伯特空间，巴拿赫空间，或更一般的是线性拓扑空间、拓扑空间上的测度（数 
值测度).近二十多年来，由于各方面需要，特别是理论物理方面的需要，在这方 
面有较多的讨论.此外,作为抽象测度的理论,较有代表性的,是岀现了在具有某 
种拓扑结构集上,而取值是具有某种类似于群结构（但不是群）的“测度”和“积 
分”理论. 

另夕卜，引入 Lebesgue 或 Lebesgue - Stieltjes 积分或更一般的积分的方法，也 
可以是多种多样的，本书是由测度论建立积分论.但也有先建立积分论，后建立 
测度论,这条路线,在直线的情况，首先是由 Daniell 提岀的（见 [2]). 这里似乎可 
以说： 有测度便有积分,有积分便有测度，即测度和积分是等价的.但也必须指 
岀，确实有这样的场合,例如非交换积分，到目前为止，还只有“积分理论”，没有 
“测度理论”. 


习题 3.8 

1.设 M 是可测空间 ( X : R ) 上广义测度，证明 M 都是（ X ，丑）上测度，举例说 
明 \ fi ( E )\( EeR ) 不是 ( X , R ) 上测度. 

2•设 m 是可测空间上广义测度， E 是可测集， {£； n } 是五的可测剖分（即 

v 

E n G il, n = 1，2, ...， p ，= 0 (n # m ), U E n = E ). 证明 

n=l 

P P 

= sup E |"( E n )|， 〆 (£；)= sup ^ max (/^(£； n ),0), 

i E rt } n= l i E rt } n= l 

V 

= sup max (—"( E ), 0). 

3 . 设 ^ W 是可测空间 ( X , R ) 上两个测度， w 是有限的.试举例说明，存在/,它关 
于卩=糾 — 内在 E 上可积，但/关于 fJLl 、 fJ /2 在 E 上并不可积. 

4. 证明，〃关于 m 是强全连续的充要条件是 M 关于 M 强全连续，或者充要条件是 
同时关于 M 强全连续. 

5. 举出一个在（- oo ，+ oo ) 上的 Lebesgue - Stieltjes 测度它关于 m 是强全连续（当 
然是把 g , m 都视为 Borel 集类 B 上的测度)，但不存在（关于 m 的）可积函数/,使得下式 
成立： 

9(E) = f / dm ，E e R. 
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6.设 {fin} 是可测空间 (X,R) 上一列有限的广义测度. 

⑴如果 {fin} 是全有限的测度序列，证明，必存在 (X,R) 上全有限测度使得 Mn 《 
"(n = 1,2,3,…）. 


( ii ) 证明必存在（ X , il) 上有限测度仏使得 《 Mn = 1，2,3, .. • 

7 .设 是可裥 空间 (X,R) 上全 a - 有限的广义测度， A 、 分别是 " 


的 Hahn 分解中的正、负集. 

⑴求出 #的表 达式； 

( ii ) 假设并已知求出 


di / + di /~ d \ u \ du + du ~ du d \ u \ 
dfi d " ’ d " ’ d |/ x | ’ d |/ x | ’ d |/ x | ’ d |/ x | 


8. 证明定理 3.8.6 在 I /、 M 为广义测度情况下成立. 

9. 设 g ( x ) e V 0 [ a , b ]. 证明： 如果对一切多项式 p ( x )， 都有 



= 0 , 


那么 g ( x ) = 0. 

10. 设 t 、 ax 是可测空间( X , R) 上三个全 a - 有限的广义测度， 丁《《丁 • 证明 
^ 并且 

di / . di / dr 

-—- • 

dfi \n\ dr dfi 

11. 设〃、 m 是可测空间 (X,R) 上全 a - 有限的测度，那么 


du 


dfi 


0; 


(i) p 丄 " 的充要条件是 . . 

d(i/ + ") d(i/ + ") 咖 

(ii) i / 〜 (称为 p 等价于"，即 pp 同时成立）的充要条件是 

dfi 


du 


> 0 , 


d(y + /i) u+^ 


> 0 同时 成立; 


d ( i / + fi ) u+fx 

( iii ) t 是 （ X , il) 上另一个全 cr - 有限的测度，并且 《丁、《丁. 试给出 p 丄 y 〜 " 


用^^来表示的充要条件的形式. 
dr dr 


12. ⑴设 ax 是可测空间 ( X , R ) 上全 a - 有限的测度.证明必存在 ( X , R ) 上全有限的测 
度。 使得^ 〜 

( ii ) 设 { fin } 是可测空间 ( X , R ) 上全 (7- 有限的广义测度的 序列. 证明必存在（夂丑）上 
全有限测度 M ， 使得 Mn 《 M(n = 1，2, 3, ...). 

13. 举例说明：如果 " 是可测空间（尤丑）上 a - 有限的测度（注意 R 未必是代数)，未必 
存在（ X ，丑）上有限测度。使得 v 〜 卜 

14. 将定理 3.8.6 的系2中/的 Borel 可测性假设换为 Lebesgue 可测性的假设，并假 


设测度 U 是经过外测度扩张后得到的.证明系2仍成立. 
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习题答案 


习题 1.1 

1. 证明： （ i ) An ( B \ jc ) = ( An ^) U (^ n ^)； 

(ii) A{j(Bf]C) = (A[jB)n(A[JCy • 

证 ⑴若 I e Af](B]JC ). 贝 且 ： reB 或 xec. 所以 ，i e 

与 : T e Af]C 至少有一个成立 .Z e (Af]B)\J(Ar\C). Wi Afi(BlJC) c 
(Af]B)[j(AnC). 

反之,若 xe ( AnB ) uo 4 nc ), 贝 1 J $ e 欠 pib 或 $ e ahc . 所以 ， i e 欠且 
xeB ^ xec 至少有一个成立，故 An ( B \ JC )^ 这样,就得到 

Af ]( B [ jC ) = (卵) U ( w ). 

( ii ) 若 a : G AlJ ( BnC ), 则或 i G A 或 ： c G Bf ] C , ^ x e B,x e C 
从而 X G A \ JB,X e A \ JC . 所以 ： r e ( AUB ) n ( AUC ). 即 A \ J ( BC { C ) C 
( A [ JB ) n ( A [ JC ). 

反之，若 XG ( AIJB ) A ( AUC ), 贝 1 j z e 欠 UB Rxe A \ JC . 从而或 xeA 
或者 x e B K x e C , 即或 x e x e Bf]C 从而 : r g A [ j ( Bf ] C ). 由此， 

A [ J ( Bf ] C ) = ( A [ jB ) n ( A [ JC ). 

3. ( i ) 等式 （A - B ) U C = A — (B - C ) 成立的充要条件是什么？ 

( ii ) 证明 ： （A U B ) — C = (A — C ) ( J ( jB — (7), 

— ( B \ JC ) = {A — B ) p|(A — C ). 
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解 ( i ) ( A - B)\JC 表示 { x\x e AKx ^ G C }. 

又 4 - (B — C ) 表示 { x\x 且: egB 及:至少有一个不成立 }, 因此, 

A -( B - C ) 就是 { x\x eAKx ^ B , MxeC }, 即为 （ A - B ) U 04 nC ). 

所以 （A — jB ) \^C = A — (B — C ) 的充分必要条件是 C = Ap |(7， 即 C <z A . 

( ii ) 若 xe ( AIJB ) - C ， 贝 lj i e A 或 i e 并且 x ^ C . BP xeA-C 或者 
xeB - C . hXM xe { A - C )\ j { B - C ). BP { A \ jB)-C c { A - C )\ j { B - C ). 

反之，若 x e (A — C ) U(B — C ) •贝 ij z e A - C 或 x e B - C •即 : r 多 C , 且 
xeAAxeB 至少有一个 成立. 所以 : r e ( A [ JB )- C , 由此， 


(A\JB)-C=(A-C)\J(B-C). 

另一方面，若 x e A — (B|JC) •贝 ij xeA,x^B,x^C, 所以 xeA-B,xe 
A-C, SP xe (A-B) f](A - C ). 可见 A-{B[jC)^{A-B) H(^4 - C). 

反之，若： C e (A- B)f](A-C). 贝！ u e e A-C. 故： c e A,x ^ 

B,x 丰 C. 从而即得 xeA-(B[JC), 结合上面的包含关系， 


(A\JB)-C=(A-C)[J(B-C). 

5 .设 {A n } 是一列集 . 

(i) jff Bi = Ai, B n = A n — (n > 1 ), 证明 {B u } 是一列互不相交的 

集，且 " =1 

n n 

U 欠 1/ = U = 1,2,3, - ). 

i/=i i/=i 

(ii) 如果 {A n } 是单调减少的集列，那么 


A = (A,- A 2 )\J(A 2 - 4 3 )U … \J(A n ~ A n ^)\J • U f]AA, 


并且其中各项互不相交 . 

证 （ i ) 当 m 〉 n 时,由于 C A n .Bm = A m - 
0 . 因此 B m f]B n = 0 . 

n n 


771—1 




, 所以 B m f]A n = 


等式 |J 可用归纳法证明 ， n = 1 时 显然 . 

i/=i i/=i 

n n n+1 n n+1 n 

如果 U A = U 〜则 U A -=[J 凡 LWn+1. 而 U 凡 = U ^U^n+1 

i/=l i/=l i/=l i/=l i/=l u=\ 

n n n n n 


=U Bi/U (乂 n+1- U A) = U 凡 U 乂 n+1. 所以 U 乂 1 7 = U 乳 ，对 n = i, 2 , … 

i/=l i/=l i/=l i/=l u=l 

成立 . 
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( ii ) 若 { A n } 是单调减少的集列，即 乂1 ：) 欠 2 ：) 欠 3 D … D D A n + 1 〕… 
于是.当 : r G Ai 时，或者 z G X 才 n = 1,2,…都成立.或者有一个 n 0 使 

X G A nQ 但: E 送 A no + i. 所以 : E G (乂1 — 乂2) U (乂2 — 乂 3) U … U ^「1 乂 ") • 而集 
(- <4i _ A2 ) u (•^ 2 - 也) u ■" u ^ 显然是 A 的子集.因此 a = (也 - 

义 2) U (乂2 — 乂 3) U … U t 「1 乂") • 当爪〉几时，（乂 m — 乂 m+1) 与 （An — 乂 n+1) 

显然不交,而显然与每个 - A n +1 不交. 

7.设 Unix )} 是区间 [( X ,6] 上的实函数列 • 


fl(x) ^ ,2 ⑷ d fn(X) 彡…， 

又设 {fn(x)} 具有极限函数 f( X ). 证明对任何实数 C . 证明 


E ( f ( x ) > c ) = (J E ( f n ( x ) > c ). 


证设 a : G E (/(: r ) > c ). 即 f ( x ) > c . 由于 f ( x ) = lim f n ( x ). 所以有 n 0 

n—>oo 
00 


使 /n 。 ㈤ 〉 C. 即: E G E ( f no ( x ) > c ). 所以 E ( f ( x ) > c ) C (J E ( f n ( x ) > c ). 


反之，如果 |J E ( f n ( x ) > c ). 即有 no 使 : r e E (/ n » 〉 c ) •即 f no ( x ) > 
c . 由于 fl ( x ) ^ f 2 ( x ) 彡…，所以 lim / n (: r ) > c . 即 f ( x ) > C,X e E ( f ( x ) > c ). 

n—KX) 

OO 

由此, E ( f ( x ) > c)=\J E ( f n ( x ) > c ). 

9 .设/卜）是 E 上的个函数, c 是任何实数,证明 

( i ) E(f > c )[ jE(f ^ c )= E , E(f ^ c ) = E(f > c )[ jE(f = c ); 


( ii ) E ( f > c ) nE(f = c ) = 0 ; 

( iii ) 当 c < d 时 E (/ 〉 c ) C \ E(f ^ d ) = E ( c < f ^ d ); 

( iv ) 当 c 彡 0 时 E ( f 2 > c ) = E(f > >/ c ) U ^ (/ < -\/ c )； 

( v ) 当 / > 分时五 (/ > c)D E(g > c ). 

证设/( ㈨ 是 E 上的函数, c 是实数,本题中都与函数的取值有关,几乎都 
是显然的.简证如下： 


⑴等价于对 X £ EJ ( x ) > C 与 /(： E ) < C 总有一个 成立. 

( ii ) 等价于对 x e E , f ( x ) 〉 c 与 /(: r ) = c 不会都 成立. 

( iii ) 等价于对 x e E , f ( x ) 〉 c 且 f ( x ) < d , 即 c < f ( x ) ^ d . 
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(iv) 等价于对 X e E, f 2 (x) 〉 C 时，或 /( ： E) 〉或 /㈤ < -y/c. 

( v ) 等价于当/彡沒时，若 〆 a :) > c , 贝 I ] /( z ) > c . 

11.设/是定义在集 E 上的实函数， c 是任何实数,证明： 

oo 

(i) E(c ^ f(x)) = (J E(c ^ f(x) < c + n); 

n=l 

oo oo 

(ii) E= [j E 、 -n( f(x)) = |J E(f(x) < n); 

n=l n=l 

( iii ) E(f <c)= 

证 （ i ) 设 ： c G 五使 c 彡 f{x). 则有 n G N 使 c 彡 f{x) < c + n . 即 

OO OO 

E(c ^ f(x)) C (J E(c ^ f(x) < c + n ). 反之，如果 x G (J E(c ^ f(x) < c + n ), 

即有 n 使 c < ^("i) < c + n. 当然: c G 五 (c 彡 f(x)). 故成式. 

( ii ) 对任何 z G E ， f(x) 是实数，故有 n 使 - n 彡/⑷及/ ㈤ < n . 由此 

OO OO 

五 C (J E[—n( f(x)),Ec U E(f(x) < n ), 反过来包含式显然. 

n=l n=l 

( iii ) 设 : r G 五使 /(: r ) < c ， 则有 n 使 / ⑷ ^ c --. 所以 

n 

E(f < c)c \jE(f^c-^). 反过来的包含关系显然. 

13. 证明 “ Sik 关系式” 

*5 - 门 = U ( 夕 - o. 

aeN aeN 

证若: r e S — 门 A a ，贝 IJ z e *5,1 《门即有 a e N 使 X 《 4 a . 从而 

aGN aGN 

x G S — A aj x G (S — A a ), 由此 *S — A c U (S — A a ). 

aGN aGN aGN 

反过来，若 xg |J (S —4 a ), 贝 ! l 有 aeN 使 xeS —UVxeS Kx ^ A a . 

aGN 

从而 x ^ P | A a .x G - 厂 I .即 [J (5 - A a ) C 5 - P | A a . 故等式成立. 

aGN aGN aGN aGN 

习题 1.2 

1. 证明代数数全体是可列集. 

证 由于 n 次整系数多项式全体是可列集.而整系数多项式全体是 { n 次 
多项式全体 }(n = 1,2,3,…）的和集，所以整系数多项式全体是可列集.整系数 
多项式全体可排成 一列： P !( x ), P 2 ( x ),.... 每个整系数多项式只有有限个根.因 
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此,代数数全体是一列有限集的和集.又代数数全体是无限集，所以代数数全体 
是可列集. 


3. 证明 g 进制有限小数全体是可列集，循环小数全体也是可列集. 


证9进制的一位有限小数,二位有限小数,三位有限小数…都是有限集. 
所以9进制有限小数全体至多是可列集，但它是无限集，所以是可列集.同样，分 
进制的一位循环小数，二位循环小数…都是有限集,可知 g 进制的循环小数全 
体是可列集. 

5.设4是平面上以有理点（即坐标都是有理数的点）为中心，有理数为半 
径的圆全体，证明4是可列集. 

证有理数全体是可列集，有理数的有序三数组也是可列集 . ^中的元可 
看成三个有理数的有序数组(其中 )( rr , y ) 表示圆的中心， r 表示圆的半径 
(r > 0). 所以4是可列集. 

7.设 { x n } 为一序列其中的元素彼此不同，则它的子序列全体组成势为 K 的 
集.如果 K } 中只有有限项彼此不同，那么子序列全体的势又如何？ 

证的子序列全体可与正整数的严格上升的数列全体对等.而 
几3 ,… }(m < < 几 3 < … ）h { ni , n 2 - ni , n 3 - n 2 , • * * } 是它与正整数数列全 

体是一一 XM . 因此势为 K . 

只要 { x n } 中有两个元 x , y ( x ^ y ) 都出现无限次,这时，以4 2/为项的无穷 
序列都是 { x n } 的子序列，这时势仍为 K . 

9. 设集 B 与 C 的和集的势为 K , 证明 BAC 中必有一个集的势为 K . 如 

果0 4的势为 K , 证明必有一个的势也是 K 

n=l 

证设 mjc = ^. 可设 Bnc = 0 •设 w 是 bijc 到实数数对的——对 
应.如果 ip ( B ) 包含了某条直线 I =吻则5彡 K . (从而5 = K ), 而如果 潮 
不包含任何直线 I =吻.则 WC ) 的第一分量是 C 到实数集全体的到上的映射. 
故 = 

如果0人的势为 K ， 可设人互不相交.令#是0 A 到实数列全体的 

一一对应 ^{ A n ) 的第 n 个分量全体为 B n (n = 1,2,3, •） 如果某个是实 
数全体.则 I > K . 但如果每个队不是实数全体 .设〜 《队.则 w 的值域中 

oo 

没有（：^1,^2,工3,...)与#是 (J A n 到实数列全体的一一对应相矛盾！ 


习题 1.4 

1. 证明任意点集的内点全体成一开集. 
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证设 4 为任一点集， :r Q 是 4 的内点，于是有 e > 0 使 （: E q - e,：EQ + e) C ^4. 
可见 (xo-e,xo+e) 中任何点都是 4 的内点 . 因此 4 的内点全体是开集 . 

3. 设 / ⑷是区间上的实连续函数， c 是常数 . 证明点集 e 
[a,b],f(x) ^ c} 是闭集 , 点集 {:e|:e G (a,6),/(x) < c} 是 开集 . 

证任取 {a:|:r G [a, 6],/(x) ^ c} 中的点列〜且 〜 —To. 由 / 的连续 
性 . f(x 0 ) ^ c. 所以 : r 0 G {x\x e [a,6],/(x) ^ c}. 所以 {o:|a: G [a,b],f(x) ^ c} 
是个 闭集 . 另一方面，设 吻 G (a,b)J(x 0 ) < c • 由 / 的连续性，有 e 〉0使 
(x 0 -£,xo+e) C (a, b) 且对任何： r G (xo-£,x 0 -\-£), f(x) < c, 因此 (xo-e,x 0 -he) C 
{x\x G (a, 6),/(x) < c}, 所以它是开集 • 

5 •记 w W 2 ), … ， 04 ㈨ y = 4 ( n+1 ), …试作一集 a 使 

欢 )(71=1,2,3,...) 彼此相异 . 

解先作一列集 {l}(m = 0 ,l, 2 , … ）如下： 


Ao = {0}, Ai 


n 


n = 2,3, 


} 


然后，令 A 2 


一 + 7 


71， /c ^ 2 ， 3 ， 4, 


、n k \n — 1 n 
容易看到 4 = A 0 \JA 1 , 实际上， A 是个孤立 点集 . 

若是已作岀的孤立点集 . 作 A m+ i 如下： 

对于每个 X e 取2 / 是 i4 m 中比 : E 大的最小数（当： E 是 i4 m 中最大数 


时，令 y = 1 ). A m+ i = (J 




x + ^(y-x) 


A: = 2,3 ， …} ，取 ^4 = [j (Am + m) 


其中 A-\- a 表 7K {rr + a|:r 6 A} ， A 满足题中要求 . 

7. 证明每个闭集必是可列个开集的通集，每个开集可以表示成可列个闭集 
的和集 . 

证设 F 是闭集 . 可设 F 非空 . 令 O n = {x\d(x,F)<-\. 其中 d(x,F) 


n 


表示 inf{|x - y\\y £ F} 易见 ^ O n D F. 而当 y G 广 ] O n 时 , 2 / € O n , 从而有 


x n e F ^ \x n - y\ < -(n = 1,2,3 , …). 所以 

n 


y 由 F 是闭集， 2 / e 于是 


F=f]O n . 这样作岀的每个 O n 当然是开集 . 

另一 ^ 方面，如果 O 是开集，可设 O 的构成区间为 （ ai, 6 i), (< 22 , 62)，….对 


于有限的构成区间 ㈨ ,^)，令 


di H —, bi - 

n n 


( 当 (a h bi ) 是无限区间 


(叫,+00)时，〜 


Q>i H —, + n 

n 


，当 (a h bi) 是无限区间 （ -ooA) 时， 
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，当 [ cii ， bi ) = (— 00 ,+ oo ) 0\|*, F n ^ — [― n , n ]) 并令 F n = u 仏十这 

i=l 

时，是闭集 [J F n = O . 

9. 证明直开集全体所成的集的势为 K . 

证考虑实数例 ( aub u a 2, b 2, a 3 j b 3 r -) 全体，它的势为义令 ^( ai ,6 i , a 2 , 

OO 

h … ） = |J ( a … M ( Sa n >6 n 0^ ( a n ,6 n ) 理解为空集 0). 显然#是实数列全 

体到开集 it 的满射.所以开集全体的势< K 又开区间 （ a ，6) ( a < b ) 全体的 
势为\故开集全体的势> K 从而开集全体的势等于 K 

11. 定义. A , B 是直线上两个点集，4 C R 如果 C A 称4是相对 
于 B 的闭集.如果对任何 xG 总有 a : 的环境 ( a ,/3), 使得 （ a ，/3) 门石 C A 称 
A 是相对于 B 的开集. 

证明： 4是相对于 S 的闭集（开集）的充要条件是存在直线上的闭集 F (开 
集 G )， 使得4 = 5门，04 = 5门0). 

证充分性.设4 = Bf ] F , 其中 F 是闭集.则4 C F , A f C F，C R 所 
以 （ WflB ) C ( Ff ] B )= A . 另夕卜，设4 = BflG ， 其中 G 是开集.于是对任何 
xeA ,^ x 的环境 （ a ，/?) 使 （ a ， 奶 C G . 从而 （ a ，/?) 门 B C G 门 B =儿 

必要性•若 C A 贝 ！ J ( AU ^) fl ^ C A 由4 C C ( AU ^) fl ^ 

即 4 = ARB 』是闭集.另外，设 4 是相对于 B 的开集，对任何 x e A 有 x 的 
环境 （ a ，/?) 使 （ a ，/?) fl B C A 取 G 是这样的 （ a ，/?) 的和集,则 G 门石= 4且 G 
是开集. 

13. 证明 XGA 的充要条件是存在4中一个序列 { x n } 使 4 — a :. 

证 ^ x e A . 如果 x e A , x n = x(n = 1，2,3,… ） 即可，如果 : r G ，则 

对任何 n = 1，2,3,…，有4中: r n G (x - -,x + -) ,这时 x n — 反之.如果 

\ n n ) 

有4中序列 { x n } 使 x n — $，或者 x e A , 或者： r n / x(n = 1, 2, 3, …)，于是 x 
是 A 的极限点，即: T G 所以 X ^ A . 

15. 定义.设 A 是直线上点集， a ; 是直线上的一点.如果对 a ; 的任何环境中 
总含有4中不可列无限的点，那么称 a ; 是4的凝聚点. 

证明：对任何不可列无限集 A 总有凝聚点，而且在4中必有一个点是4的 
凝聚点. 

( ii ) 如果 a : 是4的凝聚点，那么 a : 是4的凝聚点的极限点. 

( iii ) 直线上闭集 F 的势除了有限，可列外必为 K . 

证设4是不可列无限集，则总有一个整数 n 使得 



Af]{n,n+ 1) 
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是不可列无限集，这个区间记为（^，卜).把 ( aM 分成 ^ ai 及 

其中总有一个,记为 ( a 2 ,6 2 ) 使4门 ( a 2 ,6 2 ) 是不可列无限集.继续 

这样,可得到一列 （ a n ， 6 n ) 使 Af ]( a n , b n ) 是不可列无限集且 ( ai , 61 ) D (« 2 , ^ 2 ) ^ 
…， b n - a n 《 记 lima n 为 x G . 易见: r G 是4的凝聚点.可见不可列无限 

集4必有凝聚点.下证4有在4中的凝聚点.用反证法，如4中无4的凝聚 

点，于是对任何 xeA ,^ x 的环境 { a x , p x ), Af ]( a x , p x ) 是有限集或可列集.可 
取 a x , p x 都是有理数.于是4 = IJ ( Af ]( a x , p x )) 但以有理数为端点的区间只 

有可列个，从而4至多是可列集，与假设矛盾！ 

下证 （ ii )， 设 a : 是4的凝聚点.于是对任何是不可列 

\ n n J 

无限集.于是 ， (x + 丄 ， x + f|^( m = n + l，n + 2 ，...） 及 (x - -,x - — f | 

\ m n ) \ n m J 

4 (m = n + 1， n + 2 ,…）中总有一个是不可列无限集.从而总有一个集中有凝聚 
点，它当然是 4 的凝聚点.这个凝聚点在 x + i ) 中但不等于 t 所以 
a ; 是4的凝聚点全体的极限点. 

最后，设 F 是直线上闭集.设 F 是无限不可列集，由 ( ii ) F 有两个不同的凝 
聚点 x 0 , 2 / o . 作两个闭区间知，心使这两个区间的长度都< 1 且〉 O ^ ofl^i = 
0, x o G 80, yo e 且知 flF / iflF 都是不可列无限集.进而在如中可作 
占 00 ,如 1 ，长度都 < 都〉0及 (5 i 中的 (5 io , (^ 11 ，等等.这样 ， ^lji fl n … 
di . hM , • • • = 0 或 l ) 都是单点集且互不 相同. 故# > K . 

17.设4是直线上非空闭集， 证明： 如果4是疏朗完全点集，那么4的任 
何两个余区间之间必至少夹有一个余区间. 

证设直线上非空闭集4是疏朗完全点集.那么4的余区间不会相邻接 
的.又由4是疏朗集，对于4的任何两个余区间（^/^，(奶，/^)^ < a 2 )， 在 
开区间 ( Pua 2 ) 中有开区间 ( a \ p f ), 其中没有4中的点，从而 ( a \ p f ) 在4的一 
个余区间中，这个余区间 C (/3 i , a 2 ). 可见4的任何两个余区间之间夹有余区间. 
19. 直线上孤立点集全体的势是多大？ 

解设4是直线上的孤立点集，可设4是无限集，于是对任何 : r e A ， 有 
x 的环境 （ o ^，/^) 使 Af ]( a x , p x ) = { x }. 这里可取 a x ,(3 x 都是有理数.于是 
4 = (J ( Af ]( a x , p x )). 因为 A 是一列单点集的和集，所以4是可列集.由此，孤 

xeA 

立点集是有限集或可列集. 

OO 

对任何实数列 a = (auahas ， … ) .令 = [J {a n }, 易见#是实数列全 
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体到非空孤立集全体的满射.从而孤立点集全体的势< K ， 而单点集全体势为 
K . 从而孤立点集全体的势为 K . 

21. 证明下面几件事是等价的. 

⑴4是疏 朗集； 

( ii ) A 不包含任何一个非空 环境； 

(iii) ^是疏 朗集； 

(iv) Z 的余集 0 )。 是稠 密集； 

(v) 任何非空环境 (a,/?) 中必有非空环境使得 { a f ,(3 f ) 中不含有 4 
中的点. 

证由定义，4在 B 中稠密 <^ AdB . 由此， 

a 是疏朗集分 a 不包含任何非空环境，即⑴分 ( u ). 由于 py =兄故 
因为疏朗集的余集是稠密集，故 （ iiiH ( iv ) 若0?)。是稠密集，则对任 
何非空环境 （ a ， 奶，⑷ c 中有 （ a ，/3) 中点吻，但由于 ㈤ c 是开集，有吻的环境 
( a f , p f ) c ㈤ 。，故= 0，即 ( iv )^( v ). 最后,如果任何非空环境 （ a ，/3) 
中有非空环境使 ( a \^) 中不含有 A 中点，则 { a \ p f ) f]A = 0，从而 A 
不会3 ( a ， 奶，故 （ ii ) 成立，即 ( v )^( ii ). 综上所述，题中五件事等价. 

23. 设< 〉或是闭区间 [ a ，6] 或是开区间 (a,b)J(x) 是< 〉上定义 
的有限实函数.证明当/( ㈨ 是 <a ， b> 上连续函数时，对任何实数 c ， 集 e 
<a,b>J(x)^c} 是相对于 < a ， 6〉的闭集，对任何实数 c ， a ， 6 >，/( x ) 〉 
c} 是相对于 < a ， b> 的开集. 

证设/是<%6〉上连续函数 . c 是实数.记 { x|x a ， 6〉， /( x ) 彡 c } 为 
E x . 这时，玢 C < a ，6 〉 . 若吻是五 i 的极限点，则有五 i 中一列互不相同的 {x n } 
使: r n — x 0 . 由于 f(x n ) ^ c ，/( x n ) — /( x 0 )( 如果 x 0 G < a ，6 〉）从而 f(x 0 ) > c . 
即 x 0 6 玢.所以五 (A < a ， 6 〉 C 私.故五 i 是相对于 <a,b> 的闭集. 

类似地，记{咖 G < a ，6 >,/( x ) > c } 为五 2 ，则对于任何 $0 e 五 2 ，由 
f(x 0 ) > C , 故有 x 0 的环境 ( a ,/3), 使当 x G ( a ，/3) f | < a ，6 〉时， f(x) > c. 
从而 （ a ， 用门 < A 6〉 C 五 2 •即五 2 是相对于 <a ， b> 的开集. 

实际上，如果< 〉为 [ a ，6]， 则玢本身是闭集，而当 <a,b>= ( aj ) 时， 

E 2 本身是开集. 

25. { Ix ^ eA } 是直线上一族开区间，如果它们的通集非空，那么它们的和 
集必是开区间. 

证设 a G f | 八，记0 = sup { b \( a , b ) C I x 对某个 XeA } (如果这样的&无 

入 ez 

上界， snp { b \( a , b ) ch 对某个 XeA } 理解为 + oo ), 于是，有 ( a ,/?) C |J 若 

入 

/?是实数，则/?癸 U 同样，记 a = inf { ai |( ai , a ) G 1 \ 对某个 A G 义}.这时， 

入 ez 
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如果 W 是实数，则 a ! ^ U I x . 这样，就有 ( ai ,6)= U J A . 

入 ez 入 ez 

27. 定义.设 { B Xl \ eA } 是一族集.如果集 M 中任何一点 d ， 必存在某个 
B x (X e A ), 使得 a 是集 的内点，那么称 { B a ，A e M 是 M 的覆盖. 

( Lindelof , Young 定理）设4是直线上一个集， { B a ，A € vl } 是4的一个覆 
盖，证阱必存在 { R，A 6义}中（最多是）可列个集 { B Xn ,n = 1，2,3，...}使得 
{ B Xn } 成为4的 覆盖. 

证作 F 的集类 E = {( a ，/?)| a ，/3 是有理数 ， a < A 存在 A G Z 使 （ a ，/3) C 
B x }. 由于 { B x ,Xe tI } 是 A 的覆盖，对任何 aeA ^ XeAma ^ B x 的内点， 
即有 a 的环境 ( a , P ),( a 1 p ) cB x . 而 a ，/3 适当缩短后可使 a ，/? 都是有理数，从 
而对任何 a G 有 （ a ，/3) G 五使 a G ( a ,/ 3 ). 于是 

AC U ( a ,/?) 

(oc,( 3 )eE 

因为有理数有序数对全体是可列的，五至多是可列集.五中元可排成（勿， 
/? i )，( a2 ，/? 2 )， …，而对每个 K ，/? n ) (n = 1，2,3，...)，有 A n G 义使 ( a n ,/? n ) C 
(n = 1，2,3,…).这样取得 B An (n = 1，2,3, • • •） 仍是4的覆盖而所取出的集 
的个数至多只有一列. 

习题 1.5 

1. 证明定理 1.5.12 中 （ ii ) 一 ( vi ) 及⑴中的 (1.5.11) 式成立. 

( i ) 任何实数列 { x n } 的上，下限必存在，并且 

lim x n = lim lim max ( x n , x n + i , • • • , x n+m ); 

n—►oc n—>00 m—^oo 

( ii ) {x n } 为收敛数列的充要条件是 J - im^Xn = Um x n \ 

( iii ) 设 { Vn } 是收敛数列，在下式右确定(即不岀现 oo + ( - oo ) 或 
-00 + 00 这种不定形式）时，有 

lim ( x n + y n ) = lim 〜+ lim y n , 

n—>00 n—^00 n—►oo 

lim ( x n -\- y n ) = lim x n + lim y n \ 

n—>oo n—>oo n—>oo 

( iv ) 在下式左边有确定意义（即不出现00 + (- oo ) 或 -oo + 00 这种不定形 
式）时，有 


lim a; n + lim 2 / n < lim [x n + y n \ 

n— ►cxd n— ►cxd n— ►cxd 

lim x n + lim y n ^ lim (x n + 2/ n ); 

n— ►cxd n— ►cxd n—►oo 




• 282 - 


习题答案 


(V) {x n } 、 {2/n} 是两个数列，如果 x n < y n (n = 1,2,3, … )，那么 


lim x n ^ lim y n , lim x n ^ lim y n ; 

n->oo n—^oo n-^oo n-^oo 

(vi) a 是正数， /? 是负数，那么 


lim ax n = a lim x n , lim ax n = a lim x n , 

71 — ^°° 71 ~^°° 71 — KX) 71 ― ►OO 

lim /3x n = (3 lim x n , lim (3x n = (3 lim x n . 

n—oo n-^oo n-^oo 00 


证 （ i ) 先证明右边的二重极限有意义.对任何两个正整数 m ， n ， 记 max ( x n , 
: r n + 1 ，…， x n + m ) 为 G n ， m . 固定 n 时， G n ， m 随 m 的增加而增加，即 G # 彡 
G n ， 2 彡 G n ， 3 彡…，由此 ， lim G n , m 存在（可以是 + oo ) .记为 G n . 
于是， G n = supx fe . 这样 H } 是单调下降的.即 Gi > G 2 T --({ G n } 中某 

k^n 

些甚至全部是+ 00 都是可能的).因而 Jim G n 有意义.(当 { G n } 全是+ 00 时, 
Jiirn ^ G n = + 00 . 否贝！ J ， lirn ^ G n 为有限数或 - oo ). 

n _°° 下面证明 {x n } 有"^列 — 且任何子序列有极限时，极 限值彡 
Jim G n . 分下面情况讨论：若 lim Gn = + 00 即每个= + 00 . 这时，对任 
何正整数 N.supxk > N(n = 1 , 2 , 3 , • • •). 即对任何 n , 有 k > n 使 Xk > N , 

k^n 

由 n 的任意性，有无穷多个 k 彡 n ， mx k > N . 于是当 iV = 1 , 2 , 3 ,…时有 
m ， 几 2 , n 3 , …使 ni < n2 < n 3 〈…且 x nfc 〉 A :. 这样 ， Jim x nfc = 00 . 因而 
lim x n = 00 .若 lim G n = c 是个有限数.于是对任何 e > Q ，^ N ，^ n>N 

n—^oo n—>00 

时， G n G ( c - e,c + e ). 因此取 e = 1 ，^... 时，有爪， iV 2 , ■，… ，当 n > N k 
时， G n e ( c — 丢， c + 臺).而可取 H .. 使 … < N 2 < … < … ，这时，由于 

G n = supx /. sup x \ e ( c - l ， c + l ) 有 A ^ i ) 使 x ni e ( c — l ， c + l ) •而当 n > W 

l^n l ^ N Y 


时， G n G 



K ， c + 7： 


取 n = max(ni + 1 ， iV 2 ) . 贝 ! J supx/ G 

l^n 



.于 


是有 n 2 > ni ^ x n2 e 



依次可取 n 3 , n 4 , … 使 rii < n 2 < n 3 < 


…且 Infc e ( C — l， C+ 丢 ). 这样，得到{;}的子序列 {^n fc }, lim ^n fc = C .另 
一方面，如果 {x n } 的一个子序列 {x nk } 有极限.则这子序列中充分后面的项的 
X 的标号 Tit 将》 JVfc ， 从而 G nt G , c + — ^ , x n < c + 石 (rz > nt 时 ) ，因 


此 Jim x nt 彡 c + 由 /c 的任意性 .Jim x nt 彡 c. 因而 c 是 \im^x n . 最后，如 
W ： Vim G n = - 00 , 则对任何正整数 iV, 当 n > iV 时 ， -A:. 于是对 


n—OO 
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k = 1，2,3,…时，依次有 H .,， 当 n > 风时 • G n < — / c . 即 sup ^ < -k 

l^n 

从而 < -k(l 彡 n 时）特别地 ， A < — A : 当/彡 iVfc 时.这说明 Jirn ^ x n = - oo . 

( ii ) 当 lim x n 存在时，任一子序列 { x nfc } 使 lim x nfc = lim x n 因此， { x n } 

71 — ►DO k ― >00 71 ― >00 

的子序列的极限只能有一个 lim x n = lim = lim x n . 反之，如果 lim x n = 

n—oo n^oo n—►oo n—►oo 

lim x n . 可取 {x n } 的子序列 a: nfc 使 lim x nfc = lim x n . 如果 lim : r n = — oo , 上 

n-^oo k—oo n-^oo n-^oo 

面已证 lim ; = - oo . 如果 lim x n = c ( c 为有限数或 + oo ). 下证 lim x n = c . 
用反证是了 S 不然，则对某个 "To (当 c = + oo 时，对某个正整数 N ^ xn } 中有 
无限多项0 ( c - e，c + e ) (或 { x n } 中有无限多项< + A 0 从而有 { x n } 的一个子 
序列 { x n J , 其中每一项都< c — e (或都< +7 V ) (注意到 { x n } 中不会有无限项 
>c + 5. 否则 { x n } 中有一个子序列，每一项都> C + & 从而这个子序列中有一 
个子序列，它也是 { x n } 的子序列，收敛于> c + e 的数，与 c 是 x n 矛盾）于 
是，中有一个收敛子序列，它收敛于 (c — e 的数（或收敛 +iV 的数)， 
从而 lim x n ^ c — £ lim x n ^ TV .) 与 lim x n = lim x n 矛盾！ 

n—>oo n—yoo n^oo n—+oo 

( iii ) 记 lim 2 / n 为 c，lim x n 为 d 于是有 { x n } 的子序列 {、} 使 x nfc — d ， 

n—>oo n—►oo 

这时 Xn k -\-y nk c-\-d. 而对 {x n + y n } 的任何收敛子序列 {x nk +yn k }- lim x Uk ^ 

k—^oo 

d, lim (x nk + y Uk ) 彡 c + d ， 这说明 lim (: r n + y n ) = c + d ， 即 

k ― >oo n ― ►oo 

lim (x n + y n ) = lim x n + lim y n , 

n—>oo n^oo n—oo 

对下极限完全类似. 

( iv ) 仅对上极限来证.记 lim a :。 为 c . lim 2 / n 为 d . 如果 c ， d 中有一个是 

n^oo n—>oo _ 

oo , 另一个不是 - oo , 从而 c + d = oc. 不等式 lim x n + lim > lim ( x n + y n ) 
当然成立.如果 c ， d 中有一个（例如 c ) 是 - oo , 这时 lim 二 - oo . 而 d 不 

71 —►OO 

是 00 ,即 {y n } 是有上界的.这时有 X n + y n - oo , 从而 l^n ( x n + y n ) = - oo . 
故设 c ， d 都是有限数.任取 { x n + y n } 的收敛子序列 { x ™ 2/ nJ - 于是又可 
取 { ni , n 2 , n 3 , • ■ • } 的子列 {n kt }(i = 1，2, 3,…）如 {x nki }, {y nkt } 都收敛•从 
而 lim x Tlki < c. lim y 1lk 4 d. 从而 lim (x Uk + y nk ) = _Urn ( x nfci + y nki ) = 
lim x n , k + lim y Uk < c + d ， 由于 {〜 + y n } 的任何收敛子序列的极限< c + 

i—oc 1 i~>oc 1 

就有 

lim (x n + y n ) ^ c d = lim x n + lim y n . 

n—>oo n—oo n—►oo 

( v ) 仅就上极限来证.记 lim 2 / n 为 d . d 是 oo 时已不必证 . d 是 - oo 时. 

n—►oo 

y n = - oo . 由 x n 彡 y n . \\m^x n = - oo . 

n _°° 任取 { x n } 的收敛子序？ T ^ nfc }. 再取 { y nk } 的收敛子序列 { y nkr }. 于是 
lim x nk = limx nk . ^ lim y nk , ( d[= lim y n ). 

fe—>oo i—^oo x i—^oo x \ n—^oo / 
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由于 { x n } 的任一收敛子序列的极限< d . 从而 

lim x n ^ d = lim y n . 

n—>oo n—>oo 

( vi ) 仅就 a 是正数的情况来证.记 Hiii 为 c，lim 为 d .{ ax n } 的子序 

n ― KX) 72 — ►OO 

列 { ax nk } 是收敛的 <=> { x nfc } 是收敛的，且 lim ( ax nk ) = a - lim x Uk , 从而对 

fe—>oo fe—>oo 

{0 LX n } 的任何收敛子序列 { ax nk }. 由于 d < lim x nfc < c . 所以 

x—>oo 

ad ^ lim ax nk ^ ac , 

k—oo 

因为 { ax n } 的任一收敛子序列的极限在 ad , ac 之间，从而 


ad ^ lim ax n ^ lim ax n ^ ac . 

n—>oo n^oo 

由于 { x n } 有子序列 { x nfc } 使 lim x nfc 二 c . 这时 lim ( ax nk ) = ac . 所以 

fc—>oo fe—>oo 


lim ax n 


=ac = a lim x n . 

71 —OO 


同样对下极限有 Um ax n = ad = a lim x n . 

3 .设 { x n } iii 列，如果它的收敛子数列的极限都是有限的.记这些 
极限值全体为&证明 s 是闭集. 

证由于 { x n } 的任何子数列的极限是有限的（即普通实数)，所以是 
有界的.于是 *5 是有界集. 


首先 ， XQ G *5 时，有 { x n } 的子数列 { x nfc } 使: r nfc 4 $()• 于是，对： To 的任何 
环境 ( a ,/?),{ x n } 中有无限多项在 （ a ， 用中.反之，如果 xo 的任何环境 （ a ， 奶中 


有 { x n } 中无限多项.则在 ( x 0 - l , x 0 + l ) 中有一项 x ni . 


而在 




中有一项工 n ；2 且叱> ni ， 在 


X ° _ 3 ,X ° + 3 


中有一项 且几 3〉叱，等等. 


这样可得 { x n } 的子数列 { x nk }, Xn k Xq . 如上所证， X 0 G (5 的充分必要条件是: 
Xo 的任何环境中有 { x n } 中的无穷多项.设 2/0 G 即 2 / 0 是 *5 的极限点，于是， 
2/0的任何环境 ( a ,/?) 中有 *5 中数 2/. 从而 （ a ，/3) 是 2 /的环境.因而 ( a ,/3) 中有 
{ x n } 中无限多项，所以 2/0 G 这就证明了 S 是闭集. 


习题 2.1 

1 .五是 X 的集类，在下列情况下分别求出 R(E). 

⑴ E = {Ei ， E 2 , … ，五 n}; 

( ii ) X 是数直线， E 是 X 中开区间 全体； 

( iii ) X 是数直线，五是形如 (- x , a ) 的区间全体. 





解仅讨论 （ ii ) 及 （ iii ). 

( ii ) 由开区间全体所张成的环是由下面形状的集所组成： 

( 其中 A 是有限个开区间的和集， B 是有限集.而中可以有一个或 
两个都是空集). 

因为对任何数 C ， 取数 a , 6使 a < C < 6, ( a ，6) — ( a , c ) - ( c ，6) = { c }. 因而有限 
集都在 R(E) 4 1 .所以上述形式的集都在 R(E) 4 1 .只要证明上述形式的集全体 
是环.显然两个这样的集的和集仍是这种集，故只要讨论差集.实际上，两个开区 
间的差集 （ a ，6) - ( c , d ) 根据 a ， b ， c ， d 的大小可能是0 ， (a > c 且 d > 6时)， ( c 彡 a 
而 d < 6时）则为 [ d ，6) = ( d ，6) UW }，( c 〉 a，d > 6时）为 （ a ， c ] = ( a ， c ) U { c } 及 
(a < c < d < b 时 )( a ， c ] | J [木 M = (( a , c )[ j ( d , &)) U ( C ^ ^}- 而开区间减去单点集时 
仍是开区间或两个开区间的和集. 

( iii ) R 0 表示有限个左闭右开区间的和集全体所成的集类.由五= {(- oo , 
a )| a 是实数 } 所张成的环是形为 A[jB (其中4 G R\B G E ) 的集 所成. 由于 
(- oo , a )- (- 00 , 6 ) (当 a 〉 6 时）为 [ 6 , a ), 所以上述形式的集都在丑 (五） 中.又 
R 0 是环， E 中两个集的和集仍在 E 中.因此上述形式的两个集的和集仍是上述 
形式的集.至于差集, E 中集减去 [ a , 6 ) 或者仍在£?中，或者是 E 中集与一个左 
闭右开区间的和集.而 [ a , 6 ) 减去五中集必定是左闭右开区间.所以上述形式的 
集全体是个环. 

3. 证明直线上的开集，闭集，有理点全体，无理点全体等均属于 S ( Ro ). 

OO 

证因为 lj (- n , n ] 是全直线，它在 S ( Ho ) 中.对任何实数 a ， b，(a < b ) 

n=l 

Q ={ a , b)e S ( ilo ), 所以 { 6 } = ( a , 6 ] — ( a ， 6 ) G S ( Ro ). 可见开集，闭 

(开集的余集)，单点集从而有理点全体（是可列集)，无理点全体（有理点全体 
的余集）都在 S ( ilo ) 中. 

5. 定义.设 { h ( x)\X e 是定义在集 X 上的一族实有限函数.对任何实 
数 c ， 令五 Ac = {咖< fx(x)}. 由集类五 = {E Xc } 张成的 X 上的 a - 代数称为由 
函数族 {fx(x)\X e ^ 1 } 产生的（或决定的） a - 代数.当 X 是数直线时， 

( i ) 求出由一个函数 sgnx 产生的 a - 代数； 

( ii ) 求出由一个函数 E { x ) (不超过 a : 的最大整数，也称为高斯函数）产生的 
心代 数； 

( iii ) 求证由一个函数/⑷= a : 3 产生的 a - 代数是 S ( ilo )； 

( iv ) 记 Hq [ M ) 是 [ a , 6 ) 中所有左闭右开区间全体所张成的环， { x } 是 a ; 的 
正小数部分 函数. 求出由 { x } 产生的 a - 代数与 Ho [ 0 ， l ) 的 关系； 
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( v ) { fx ( x )}\ e A } 是直线上周期为 2 ： t 的连续函数全体.求出由 { fx ( x )\\ e 
A } 所产生的 a - 代数与 il 0 ( 0 , 2jt ] 的关系（说( 0 , 2 ： 1 ]是 （ 0 , 2jt ] 中左开右闭区间全 
体所张成的环). 

解 （ i ) { a:|c < sgnx } 根据 c 的大小分另 lj 为 (- oo , 00 ), [ 0 , 00 ), ( 0 , 00 ), 0 . 因此， 
它产生的。代数由下面几个集所 组成： （- oo , O )，（- oo , O ]，{ O }，[ O , oo ),( O , oo )， 0 ， 
(- 00 , 0 ) | j ( o , + 00 ), (- 00 , + 00 ). 

( ii ) { x\c < E ( x )} 根据 c 的大小总是 [ n , 00 ) (其中 n 是整数）因此，它张成的 
a - 代数是由 [ n，n + l ) ( n 是整数）张成的 a - 代数，它由有限个或可列个 [ n ， n + l ) 
形状的集的和集全体所组成（包括了所有 [ m , n )， 其中 m , n 是整数 ， m < n ). 

( iii ) { c|c < x 3 } 就是 (^ c , 00 ), 因此它产生的 cr - 代数就是由开区间 {( c , oo)|c 
是实数 } 张成的 cr - 代数， ( c , 00 ) 的余集是 (- oo , c ], ( c , oo ) f ](- oo , d ] = ( c ， d ]( c，d 是 

OO 

实数).所以这个 a - 代数 D 说.反之 S ( Ro ) 中包含了集 | J( C ， C + n ] = ( c , oo ) 

(其中 C 是任何实数).可见由 /( x ) = X 3 产生的 a - 代数就 il ( Ho ). 

( iv ) { x } 是以 1 为周期的函数.所以考虑集 { x|c < { x }} 时，只要考虑 { x|c < 
{ x }} fl [ 0 , l ) (这个集记为4时 { x|c < { x }} = |J (4 + n ) •(这里4 + n 表 

T1 是整数 

示 {x + n\x e A }) 这时， { x|c < { x }} 根据 c 的值可能是 [ 0 , 1)，(c < 0 时)， 
( c ， 1)(0 < c < 1 时）及 0(c > 1 时).因此它张成的 a - 代数中包含所有形为 [ c , 1 ) 

的区间 （c > 0 ) ^[ c , l )= fl 从而也包含有所有形为 [ C ， 4 的区间， 

因此它张成的 a - 代数就 f ^ Ro [ 0 ， l )). 

( v ) 因为 / A 是以 2 : r 为周期的连续函数，< f x ( x )} 是开集.同样只要考 
虑这样的集与 ( 0 , 2ji ] 的交集.因此它张成的 a - 代数中包含了所有（ 0 , 2 坰中的开 
区间.实际上它张成的 a - 代数就是 S ( ilo ( 0 , 2 : r ]). 

7.设 H 是 X 上的集类，证明 H 是环的充要条件是下面 ( i )( ii ) 中的任何一 
个. 


( i ) 只对任意有限个互不相交集的和运算和减法运算 封闭； 

( ii ) R 对运算“△”，“门”，“一”封闭. 

证 （ i ) 只要证明对和集运算封闭可改成对不相交集的和集运算封闭 .实际 
上，对于中 n 个集乂1，乂2, . . . ， 4 n . 由于义1，义2 _ 义1 ，乂3 — (乂1 U 乂2)，义4 — 
04 1 LU 2 LU 3)，...，4 n — 04 lU 42 U ... LMn - 1 ) 都在只中，而它们的和集就是 
^ lU ^ U -'- U ^ n , 且这些集互不相交. 

( ii ) 由于 对于只 中两个 ▲及 4 2 ， 

AiU^2 = ( A l AA 2 ) A ( A l f ] A 2 )^ 

即知对于△，门，一封闭的集类是环. 





9 .设 X 是一集，只是 X 的某些子集所成的环，4是 X 的一个子集.证明 
S ( R ) f]A = S { Rp { A ) ^ R 是代数或4 e H 时， S ( ii ) 门4是 4 上的 a - 代数. 

证设只是 X 的环 ， Ac X . 则只 H 乂是环.而当 S 是 X 的心环时，3门4 
是 a - 环.由于 S { R ) D R ^ Si^ClAD 只门人且是心环，3(只门4是 
包含 Rf]A 的最小 a - 环，所以 S { R ) f]AD S { Rf ] A ). 

为证明相反的包含关系.记 

M = { B\B c X , B[]Ae S { Rr \ A )}, 

由 M 的定义，易见 He M . 

下证 M 是个单调类•设 { B n } 是 M 中一列集且氏 C C 执 C .. •(或 
DB 2 DB 3 D --.)- BP B n f]Ae S { Rf ] A ) (n = 1,2,3,•••). 由于 S ( iiflA ) 

OO DO / OO \ 

是个 a - 环， u ( Bnn 4 及「|(队门义）都 ^ s ( Rf ] A ). bp I ij G 

7i—l n=l \n=l / 

/ OO \ OO OO 

S ( RrV )，( n 凡 ) rue S ( Rf ] A ). 所以 |J Bn，H Bn 都 e M . 这就说明 

\n=l / n=l n=l 

M 是单调类. 

由此 M D M ( R ) = S { R ) 从而 S { R ) f]A c Mp[A c S { Rf ] A ). 即知 

寧⑽二 $⑻ fH 

当只是代数或4 时. 故 4 eS ( ii ) n 儿所以$只)门4是 

个 cr - 代数. 

11 .设只是实数直线 E 1 中的一个环.对每个五 G 只，作只 2 = {{ x , y )\ x,ye 
E 1 } 中形如云= {{ x , y )\ xeE } 的集.当 E 在 H 中变化时，这种云全体记为 R 
求出 S (珣与 S { R ) 的关系. 

解使用乘积集的记号.当 A B 是两个集时，4 x B 表示 

{( x ， 2/)|x G A,ye B }. 

于是， E = Ex E^R 二 { E\E eR } = {Ex E l \E eR } = RxE \ 这时 

S { R ) = S { R ) x E 1 . 

如果对于任何子集 五， 云表示 {{ x , y)\x e E } (而不限于 E e R ) 上述 
等式即为 S ( R ) = S { R ). 证明与题 9 类似（把门4改成 xE 1 ). 上述等式也可写 
成 SiRxE 1 ) = S { R ) x E 1 . 
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习题 2.2 

1.设 〆 x ) 是直线上一个单调增加函数，而且 〆 x ) =咖+ 0) 当 ( a , p]eP 
时，定义 g (( a , f 3}) = g ( f 3)- g ( a ). 证明这个集函数可以唯一地延拓成说上的测 

度. 

71 

证 Ro 中每个集是有限个互不相交的左开右闭区间的和集，五，财 

i=l 

对这样的五，令 fi ( E ) = y ^ gjpi ) - g { oii ). 

i=l 

这样作出的集函数 m 的意义是确定的.先证明若 P 中的五是有限个互不 
相交的 P 中哎的和集•五 == l ， 2 ，...， n )， 可设叫 < 
a 2 < …< a n . 这时 /?i = a 2 , t 3 2 = o ： 3 , …，/ 3 n -i = a n , a = o ： i ,/3 = /? n , 当然 

n 

〆 五)=^>(哎). 

2=1 

因此，当说中的五 = 0 屄 = Cj a 时（其中屄是尸中爪个互不相 

2=1 jf = l 

交的元，&是 P 中 n 个互不相交的元.记 Gy = EidFjii = 1，2, …， = 

m m n n m n 

1，2,…， n )， 这时, 5>(屄） = = HYA G d = 

接着，与 m 这个测度的证明^似，可以证_ ^有有限可加&，有限次可加 
性，单调性等，并进而证明^有可列可加性. 

3•设 P 是平面上左下开右上闭的矩形0,6] x ( c , d ] = {( x , y)\a <x ^ b , c < 
y ^ d } 全体，作 P 上的集函数 m 如下： 

m (( a ,6] x ( c , d ]) = {b — a)(d — c ), 

证明 m 必可唯一地延拓成 R(P) 上的测度. 

证明与直线上 m 的证明完全类似，故略去. 

5. 举例说明定理 2.2.1 中 ( viii ) 的条件^ ( U ^ < °°，.问的条件 

\n=k / 

/ oo \ oo 

fil \^j E n \ < oo ,（ x ) 的条件 ^ fJL { E n ) < oo 都不能去掉. 

n m 设义 为任意集 . 丑 £ x 的子集全体 M 为如下集函数！ fi (0) = 0, fx ( E ) = 

oo ( 当五不是空集时)，当 X 是实数直线时，令五 n 二 (--.-) 0 t lim E n = 0. 

\ n n J n—oo 

这时， （ viii ), ( ix )，（ x ) 都不成立. 

7 •设"是环 il 上的测度，如果对一切五 G R ^{ E ) ^ 1. 证明 " 的原子全 
体至多是可列集（这里原子是指丑中的一种单点集但满足 M ( W ) > 0)： 
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证 记 E n 为 R 中这样的原子全体: f ^({ x }) > -(n = 1,2,3, •• •). 易见每个 

n 

E n 都是有限集.而0仏就是全体原子.故原子全体至多是可列集. 

7X— 1 

9.设 i^(n = 1,2,3，...）是集 X 上的一列环，并且 R ! C R 2 C R 3 C 

• • • C 队 C …，又设〜是队上的测度，并且对任何五 G 队，当 m 彡 n 时， 

00 

fhn ( E ) = fX n ( E ). (通常称 {〜} 在 { Ra } 上是符 合的. 证明丑 = U ^是 X 

上的环.⑻定义丑上函数对每个 E e R , 必存在某个 n . E ^ Rn . 规定 
KE ) = fin ( E ), 证明 M 是丑上非负、空集上取值为0的有限可加集函数（但 M 
未必是丑上的测度). 

证本题中符合的条件是保证 M 的定 义是# 定的 . M 的非负性及在空集上 
取值为0是由的这一性质可推出.又若 E U E 2 ，…是 R 中有限个互不 
相交的集，每个及在某个中，如五 i e Ra ^ E 2 e Rn 2 , …， fh e 队,.取 
n = maxh ，?^， …，叫).则这些集都在队中，而 ji ( Ei ) = (及)，由" n 的有限 
可加性即得 M 的有限可加性. 

习题 2.3 

1.设 X 是可列无限集 ，X = … ， X n , • • • 是 X 中有限子集所成的 

环.对任何五 e R , &⑻是 JE 中点的个数. M 2( 五）= a ^( E ) ( a 是正的常数）证 
明^,^2都是 H ( R ) 上测度. 

证 由 M 的定义， f 4( E ) = E 中点的个数 （当五 是有限集时，） fil ( E ) = oc 
(当五是无限集时) . W = aM . 由此, Mi , M 2 都是 H ( R ) 上的测度. 

3.设丑是 X 的某些子集所成的 a - 环， m 是丑上的测度•作 H ( R ) 上的集 
函数如下：当五 e ff ( il ) 时， 

"*( 五 ）= swp { fx ( F)\E D F e R }. 

称为（由测度 M 引出的）内测度,试讨论内测度的各种性质. 

证与外测度 〆 类似的性质有：⑻= 0,对任何 H ( R ), fi ,( E )^0 
(非负性).如果 e u e 2 e ff ( ii )， 五1 C 五2,则(五 1) < (五 2) (单调 性). 对于 
E e R^,(E) = 内测度还有如下性质：当 E u E 2 e H(R). = 0 

时， (丑 lU 丑 2 ) > (丑 1 ) + M * (丑 2 ). 实际上，由于 il 是 a - 环,… 定义中的 sup 
是可达的，当 E u E 2 e H(R) 且五 i 门五 2 = 0时，分别有丑中元 A 及 A ， 满足 
卜 ⑹ = "仍)，"*(五 2 ) = fi(F 2 ), 且 a c E U F 2 CE 2 . 这时， F 1 ]JF 2 eR, 于是 


M(^lU^2) — "(Fl) + ^(^ 2 ) = ( 五 1) + M*( 五 2). 
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对于 H ( R ) 中一列互不相交的 { E n }. 同样有 

/ oo \ oo 

1 LJ E n ) "*(&). 

\n=l / n=l 

5 .设 X 是一个集，丑是 X 的某些子集所成的 a - 代数. m 是丑上的有限 
测度. 〆 是 M 引出的外测度，是 M 引出的内测度.证明：当五 G 丑(丑）时, 
EeR * 的充要条件是 ^( E ) = fi 八 E ). 

f OO oo 

证由 〆 的定义,对五 e H ( R ), fx *( E ) = inf j ^ fi { E n )^ E n eR,\J E n D 

V, n=l n=l 

^ oo / oo \ oc 

e \ 因为 il 是 a -环 ， |J 五 n e 丑， 4 |J 仏) < YAE n ). 所以 ^{ E )= 

inf {/ i ( F),F G R,F D E }, 而由的定$， M * (五 ） G il , F C E }. 

于是对任何 £： > 0 有 ^ e 丑，疋 D 五且 ^( F £ ) < fi *( E )+ e . 特别取 e=-(n = 

n 

oo 

1，2, 3，...） 时，有 & G R,Fx D 五且 m (^) < 〆 ( 五） + [ 记 F 二 「| A 

n=l 

时 ， F e D 五且 fx { F )= 〆 (£；). 类似地对 E = -,{n = 1,2,3, -.) 又有 F 丄 

n n 

(这里用同一记号，但与上面不同）使巧 e 丑，々 c 五 ， m M 五） - ^，这 

oo 

时，记 F = |J F i 时， F e 丑，厂 C 五且 "( F ) = "*( 五). 即对五 e 丑(丑）有 

Fi,F 2 G R,F l c 五 C K 使 "(Fi) = fu(E), fi[F 2 )= 〆(£■). 

下面回到本题的证明， 若 E G 丑(丑）使 ^{ E ) = ^( E ). 则有 il 中 F u F 2) 
F ]_ C E C F2 使 f ^ t ( Fi ) = 从而 — Fi ) = 0, 从而 E = F2 — ( F2 — 

E ), F 2 - Ech - Fuh - E 是 〆 - 零集，所以五 e 丑*. 

反过来证明必要性.设五 G 丑*.则有 e S ( R )(= R ), F 2 D 五且 ^( E )= 
m (^2).(= ^( F 2 )) 由于〆是 ir 上测度，〆 (巧 - E ) = o . 又有 巧 e S ( R ){= 
R ) F 1 CE 使 ，(丑 -巧） = 0,即 ^( E ) = ^( F ,) = fi ⑹, 可见 ^( E ) ^ m ( Fi )= 
^( E ) = M (F 2 ) 但显然有 ^{ E ) ^ fu ( E ). 因此 ^( E ) = ii ^ E ). 

这里， 〆 的定义与环上测度 M 引出的外测度相同.但可以用更简单的方式 
定义.而对于环丑上测度 M , 并没有…的定义. 

7. 举例说明环 il 上的测度以按 Caratheodory 条件所得的扩张丑*， 〆 并 
不一定是丑， M 的最大扩张. 

例 X 是任一集，丑= { X ,0}. fx 为如下 测度： fi ( X ) = oo , M (0) = 0.这 
时 ir = r 〆 =卜 但环丑 i 的子集全体” . mi 为如下测度： pi (0) = 

0， M 1 ⑻ = OO ( 当五是 X 的非空子集时). 
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9.⑴证明定理 2.3.7 中 iT 中五可以表示成 E = (F — N 1 )\JN 2 (F e 
S{R),N u N 2 eN) 或者五= FAN(F e S(R),N e N). 

( ii ) 去掉 m 是丑上。有限的假设，证明定理 2.3.4—2.3.6 M W t a -有限 
集五成立. 

证⑴由于 iT 中集五表示成 F - N(F e S(R),N e N) 取 Ni = N 及 
N 2 = 0 即可.又可设 NCF (否则用 ATf | F 代替 AO , 贝 IJ F W = FAN. 

( ii ) 仅证定理 2.3.4. 设五 e iT 且 〆 (五） < oo . 这时，对任何 e > 0•有一 

oo oo oo 

列 il 中 { E n }, 使 |J £； n D 五且 J 2 fi ( E n ) < ^{ E )+ e . 这时 \ jE n e S{R), 

n=l n=l n=l 

/ oo \ oc oo oo 

它 D 五且〆 (U 五 n) = + U 仏为 F . 

于是对任何 e > n_ 0, 有 F 有关） e S(R), 使 F 三五且 < fx*(E) + £. 
取 d ， 时，所得的 F 记为 F n . 并记 F 二 f) F n . 则五 

且 ^( F ) = ^( E ). 从而 F - E 是 〆 - 零集. 对于 - 五再用上面结果，有 
Fi e S ( il),Fi ：) F - 五且巧 -(F — 五）是 〆 - 零集. 于是， E = F-(F-E) = 
(F-F^UdF, - (F-E))f]E), 其中 R e S ( il ),( F ! - ( F - 五)）门五是 
〆 -零集 Fi - (F - E) 的子集，是，•零 集. 所以五可以表示成 S(R) 中集减去 
一个 ，零集 (E 二 F - (F -E)). 也可以表示成 S(R) 中集与一个 〆 -零集之和 
(E = (F-F 1 ) U((^i -(F-E))nE)). 

OO 

若五 e ir 的〆测度是。有限的.则有一列 { F n } e ir 使 |J & = 

n=l 

E ,^( F n ) < oo . 而对每个 有 S ( il ) 中 A n AB n , A n cF n C B n , F n — A n , B n - 

oo oo oo oo 

F n 都是 〆- 零集.这样， |J 4 C 五 C U Bn. 且 U 凡 -五 ，五 —U 4 都是 

n=l n=l n=l n=l 

，- 零集. 

13. 设 il 是 X 的某些子集所成的环，是两个 S(R) 上的 ( 7 - 有限测度， 
并且对一切五 G R^i(E) = fi 2 (E), 举例说明在 S(R) 上可以 mi / M 2 (即存在 

五 (五） # M 2( 五 ))• 

例 Ml ， M 2 在丑上的限制记为例子说明，环丑上的测度 M 延拓到 S(R) 
上未必是唯一的，甚至可以延拓成 S(R) 上两个不同的 a - 有限测度.可见 R 上 
的测度 M 必定不是心有限的.现举例 如下： 说表示有限个左开右闭区间的和集 
全体 . Q 表示有理数全体•丑为 RonQ . S ( R ) = 5(说)门(9,5(仇）是 Borel 全 
体.单元集都是 Borel 集, S ( il ) 是 Q 的子集全体. 

Mi 为 S(R) 上如下 测度: Mi(0) = 0^i(E) = E 中元素个数（当五为有限集 
时)， fn(E) = oo ( 当五为无限集时 ) • ㈧= 2 Mi. 这时， Mi / M2. 而限制在丑上 
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时， M 是如下测度: 从 0) = 0, fi ( E ) = 00 ( 当五非空时).实际上，丑中非空集必 
是无限集. 

习题 2.4 

1. 证明[0，1]上 Cantor 集的 Lebesgue 测度是零. 

证由于 Cantor 集是 [0 ， 1] 中去掉一个长度为 * 的区间 (^ ， 0 ，两个长度 

为 I 的区间(}，0，(}，幻及四个长度为_的区间等.由于 - + 2 . ^ + 

4 • 7 ^； + • • • = ^ x —= 1. 所以 Cantor 集的 Lebesgue 测度为零. 

27 o n z 

1_ 3 

3.⑴视/ ㈤ = x 2 为 (- oo ，+ oo ) — (- oo ,+ oo ) 的映照，证明/ ㈤ 把直线上 
Lebesgue 可测集（测度是零的集）映射成为 Lebesgue 可测集（测度是零的集). 

( ii ) 视 / ㈤ = x 2 为 (- oo ,+ oo ) — (- oo ,+ oo ) 的映照，证明对于 /( a :)，( i ) 中 
的结论也成立. 

证仅就 /(x ) = #来证.由于/是双射,/把开区间 { a , (3 ) 映射成开区间 
( a 3 ,/? 3 ). 因而把开集映射成开集.另外，对于在 (-71, n ) (n = 1，2,3,…）中的 
开区间 ( a ,/?), / 映射成 （ a 3 ，/? 3 ) 使 

(/? 3 — a 3 ) = (/3 — a ) • {0 1 + a /? + a 2 ) 彡 3 n 2 (/3 - a ). 

所以把（- n ， n ) 中的 Lebesgue 测度为 c 的开集映射成 Lebesgue 测度 < 3 n 2 . c 
的开集.从而把（- n ， n ) 中 Lebesgue 零集映射成 Lebesgue 零集.这样，/把 
Lebesgue 零集映射成 Lebesgue 零集.因为 Lebesgue 可测集是开集减去一个 
Lebesgue 零氣所以/把 Lebesgue 可测集映射成 Lebesgue 可测集. 

(对于/ ㈤ = T 2 , 要分成（- oo ,0)，(0,+ oo ) 中的集分别做). 

5.设五是直线上 Lebesgue 可测集， G 五.又设 （ a ，6) 是包含的任一 
开区间，如果下列极限存在 

lim 峰卢⑽ 

(a,b)—^xo b _ CL 

称 d 是点 xo 的密度.如果 d = 1，'称 X 0 是五的全密点. 

⑴点 a 是否是 E 的有密度的点. 

( ii ) 作一个集五，使它在给定点吻具有密度，并且密度等于事先给定的 C (0 < 

C < 1). 
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解⑴ a 不是 [ a ，6] 的具有密度的点.当取 （ a ，/?) 为 fa - ，a + -) 时极 

\ n n J 

限 d 而取 ( a , /3) 为 (^a - -,a + -^)时极限 

2 i TL TL J 2 d 

( ii ) 不妨设 x 0 = 0, 仿照 Cantor 集.在 （0，1) 中取以^为中点，长度为 q 的 

区间 ^0< Cl <^. 在剩下的两个区间中,取中间的长为 C ? 的区间等，取出的这 

一列开区间记为五 1 ，关于0对称的集为五 2 .令五= 五 1 U 五 2 .五 1 的 Lebesgue 测度 
为 (^+24+44+8# + -. = -- - 1 -— . 对任何 c (0 < c < 1)，可取 q 使 Cl = c . 

1 — lc \ 丄一 Zc \ 

这样作出的集的 Lebesgue 测度为 c . 对于 [0,1] 的开区间 ( a ,/?). 用这样方备（即 
( a , p ) 中点为中点的开区间长为 i (/?- a ), 两边小区间中取长为的小 
区 间等. 对 Zl = ( a ,/?) 作出的集点为 m ( A A ) = c - m ( A ). 然倉对 Cantor 集 

( 不是挖去开区间后的集，是指(*，誉 ) u (}, 誉 ) u ( W ) U (*，盖) U …的 

每个构成区间令4 在（― i ， 0 ) 中对称作出的集再加入.即合要求. 

i 

7.设 E 是直线上 Lebesgue 可测集，并且 m ( E ) ^ 0,证明对任何 c (0 < c < 
1), 必存在 ( a , 6) 使得 

m (五 … 

b ^~ a 〉 

此 夕卜，证明上述结论对 Lebesgue - Stieltjes 测度也有类似结果（将 m ( Ef ]( a , b )) 
换成 〆 五 H ( a ， &))，& — a 换成 〆 6) - g ( a )). 

证仅就 Lebesgue 测度 来证 . 设五是 Lebesgue 可 测集 . m ( 五）〉 0 •对 
任何 £ > 0, 有开集 G 使 G ：) 五且 m(G) < m(E)(l + e).G 的构成区间为 
{ai ， bi) (i = 1 ， 2,3 • • • )• 记 Ei = (ai ， bi) p| 于是 

OO OC 

— ai) < + e), 

i=l i=l 

因而有一个 i 使 bi - ai < m (及 )(1 + 即 : r ?-. 取 ( a ， b ) 为 ( a ^ bi ) 

bi — ai 1 + e 

即可（由于 e 是任意正数，可比任何小于1的 C 大). 

9. 举例说明引理2中的开集0不能换成闭集. 

解例如直线上有理点全体.若 F 是包含它的闭集.则是它的余集（即 
无理点全体）的开子集.从而= 0.即为全直线.而有理点全体的外测度 
m * 为零. 
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11.令 o 是直线上开集全体， f 是直线上有界闭集全体.作 o U F 上的集函 

数 M 如 下：当 {{ aM } 是互不相交的开区间时 ， M fy (〜，^(心-〜). 

当 F e F 时，如果 F c ( a , 6), 那么规定 fx ( F ) = (6 - a ) - fi (( a , b )- F ). 对直线 
上一切有界集尽定义 

〆 (五）= inf { fi (0 )\E cO,Oe 0}, fi ,( E ) = sup { fi { F)\F cE , FeF }. 

当 〆 (五） = fi ,( E ) 时称五是可测集，令 P 是可测集 全体. 证明 P 是 I 中有界 
集全体，而且在 L ’ 上/ 2 * = fi * = m . 

证易见 〆 即为 m *. 设五是 Z 中有界集即有界的 Lebesgue 可测集. 
五 C ( a ，6) .于是 T 己五1 = ( a ，6) —五，4辱 — b — a — 7 ti ( jE /). 

当 F 是五的闭子集时， （ a ， b )- F 是包含及的开氣所以 

777-(^) = (b _ a .) — 7 Ti (( fl ，6) — = b — a — "(( a , 6) — - F 1 ) , 

因而 ^ F ) = m ( F ). 这样，根据定义， 

^( E ) = sup {^( F)|F cE , FeF } = sup { m ( F)\F cE . FeF } 

=( b - a ) - inf { m (0)|0 是包含及的开集 } 

=(b — a ) — m *( Ei ) = (b — a ) m ( Ei ) = m ( E ) = fx * ( E ) • 

即五 e I /. 

反过来，若五是有界集，五 C ( a ,6), 且 fi *( E ) = fu [ E ). 要证五是 Lebesgue 

可测集.这时可作包含五的开集0 (可设0 C ( a , 6)) R E 的闭子集风使 

得 fi ( F ) < e (其中 s 是任意预先给定的正数).而0 - F 是个开集，当 

取 e 二 i(n = 1，2,3,…).就有一列包含五的开集 {0 n } 及一列 E 的闭子集 
n 

1 oo oc oo 

{ F n },0 n D E D F n . fx (0 n ) - fx ( F n ) < 从而 f]0 n D E D |J H 0 几是 

n=l n=l n=l 

oo oo 

Lebesgue 可测集，而 「j 0 n — Eg 0 n — F n (n = 1，2,3，...)， 所以 「j 0 n — 五是 

n=l n=l 

oo / oo \ 

个 Lebesgue 零集 • E C 「 jOn - lnO 71 - 五)是 Lebes S ue 可测集. 

13. 证明 Lebesgue 可测集经反射变换 x - x 仍是 Lebesgue 可测集，而且 
Lebesgue 测度不变. 

证记/(岣=对于开区间 ( a ，/3)， f (( a ， P )) = (-/?, - a ) 从而开集0 
使 f (0) 为开集，且 m (0) = m (/(0)). 如果五是 Lebesgue 可测集中的零集，则 
有一列开集 { On }, On > 五， m (0 n ) 4 0. 这时 f { O n ) D / ㈤ 且 m (/( O n )) — 0, 
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可见 /( 五）是 Lebesgue 零集.对于任何一个 Lebesgue 可测集五，有一列包含 

00 

E 的开集 { 0 n }, 0i D O2 D O3 D …，使厂| O n - 五是 Lebesgue 零集.从 

71=1 

00 

而 {/( On )} 是一列包含 f ( E ) 的开集•且门 f ( 0 n ) - /⑻是 Lebesgue 零集. 

71=1 

oo / oo \ 

由于 /( 五）= f | /( 0 n ) - ( f | f ( O n )- f ( E )\ •綱是 Lebesgue 可测集而且 
m ( f ( E )) = lim m ( f ( O n )) = lim m ( 0 n ) = m { E ). 

n — >00 n—^00 


15 . 设分是 Borel 集类 B 上的 Lebesuge - Stieltjes 测度，而且对任何实数 a , 

总有 


g ( r a E ) = g ( E ) (E G B ), 

证明必存在非负数 c , 使得对一切五 e B ， g ( E ) 二 cm ( E ). 

证 设 Lebesgue - Stieltjes 测度 g 由单调上升右连续函数 g 所产生.不妨设 
分⑼ = 0 及 〆 1 ) = 1 ( 即 ^(( 0 , 1 ]) = 1 ). 这时,要证这测度就是 m . 由于 ^(( 0 , 1 ]) = 

1 . 对 n = 2 , 3 ,…，分(卜^ (由夕的平移不变性. ) = 


9 






可知夕 



.从 


而对正整数 n，M (pj ) = ^.所以分⑴=咐^ [0, 1] 时)，因此， 9 mt ]) = t 

(当 f e [0, 1] 时 ). 再由分 ((0, n]) = ^((0,1]) + 分 ((1 ， 2]) + ••• + g{(n - l,n]) = 
ng((0, 1]) = n 及 ^((0, n+t}) = g((0, n])+^((n, n+t]) = g((0, n])-\-g((0,t}) = n+t (n 
是正整数 t e [0,1]) ， 从而分 ((0 ，卬 =t 对 O 0 成立 . 这样，当 a < /? 时， 


夕 ((％ /?])= 〆 (◦，0 ~ a]) = f3 - a. 

这样，对 i ? o 中集合 E ， g ( E )= m ( E ). 从而对任何 EeB 都成立 


g { E ) = m ( E ). 


习题 3.1 

1 .设 ( X , R ) 是可测空间， E C X ， f 是 E 上可测函数. 证明： 对任何实数 
a , E(f = a ) 是可测集％ 

证 E(f = a )= f ] «/>^-士)|^(/0+^))，所以£；(/ = ^)是 
可醜. 

3 .设 ( X , R ) 是可测空间， ECX . 证明 f 是 E 上可测函数的充要条件是对 
一切有理数 r ， 五 (/ > r *) 是可测集. • 
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证只要证充分性.对任何实数 c , 可取一列有理数 { r n } 使 n < 7*2 < r 3 < 

OO 

…且 r n — c . 于是 E" ( c ^ = P | E ( r n ^ /) 是可测集. 

5 .设 ( X , R ) 是可测空间， X ， f 是 E 上可测函数，证明下列命题成立. 
⑴对直线上任何开集 oj -^ o ) 是可测集. 

( ii ) 对直线上任何闭集 FJ -^ F ) 是可测集. 

( iii ) 对直线上任何 Gs 型集或仏型集是可测集. 

( iv ) 对直线上任何 Borel 集 MJ ~\ M ) 是可测集. 

证⑴对开区间 （ a ， (3)) = E ( a < < (3) 是可测集，因 

而 f - i ( O ) 是一列可测集的和集,也是可测集. 

( ii ) 闭集 F 是开集0的余集， f ~ 1 ( F ) = (/- HO )) 0 是可测集. 

( iii ) G , 型集一列开集的交集 ，仏 是一列闭集的和集.因此 / IM ) 当 M 

是 Q 型集时是巧 r \ o n ) 型式的集，其中 O n 是开集.从而是可测集 ，对^ 
型集也类似. 

( iv ) 考虑集类 { M \ f ~ l { M ) 是可测集 }. 说中元都在这集 类中. 且它是个 
a - 环. 所以它包含了 S { Ro ). S ( Ro ) 就是 Borel 可测集全体.所以对 Borel 集 

是可测集. 

7.设 ( X , R ) 是可测空间，五 C X ，{/ n } 是五上一列有限的可测函数，并且 
{/ n } 在五上处处收敛（允许极限值是士 oo ). 证明五 (/ 二 oo )， 五(/ = - oo ) 都是 
可测集,并且对任何实数 C ，五 (/ > C ) 也是可测集. 

OO 

证由于五(/ = oo ) =「| £*(/ 彡 m )， 而 /( x ) 彡 m 即 lim f n ( x ) ^ 

1 1 71—^00 

71 %— 1 

m . 也就是对任何正整数 A :， 有 iV ， 当 n > iV 时. f n ( x ) > m - 因此 
^(/ ^ ^) = fl U fl 五•所 以別 / = oo) 是可测集，又 

fc = l —1 Ti — iV~ ^ ^ 

E(f = — oo ) = E(—f = oo ),— / = lim (—/ n ). 从而是可测集 . 五(/ 彡 c ) 是 
可测集的原因是：上面的五 (/ 彡 m ^ m 可换成任何实数 C .即五 (/ > c ) = 

OO OO OO / 1 \ 

nun E ( fn > c ~ k )' 

k=l N=ln=N \ 7 

9 .设五是直线上的点集，/是五上的 Lebesgue 可测函数 ./ i 是直线上 
Lebesgue 可测函数.问 h ( f ) 是否必是五上 Lebesgue 可测函数. 

答本题的结论是否定的.当/是五上的 Lebesgue 可测函数， / i 是直 
线上 Borel 可测函数时， h ( f ) 一定是 Lebesgue 可测的，因为 E ( h ( f ) ^ c ) = 
/一 H 九 — A ， 00 )) 而 是 Borel 集 M ， 由题5可知 /- HM ) 是 ( Lebesgue ) 




可测集.但当 M 是 Lebesgue 可测集时.就可能不是 Lebesgue 可测集. 
由于 Lebesgue 不可测集难以具体构造，一般这种集是利用 Zermelo (策梅洛）选 
取公理构造.这里略去例子. 

11.设/⑷是直线上 Lebesgue (或 Borel ) 可测函数， a 是任一常数，证明 
f ( ax ) 是直线上 Lebesgue (或 Borel ) 可测函数. 

证只要对 a / 0的情况来证 .（a = 0时, f ( ax ) 是常数函数).对实数 C ，记 

E c = E ( f ( x ) ^ c ). 于是， E ( f ( ax ) ^ c ) = { x\ax G E c } = 王五 c (这里 表示集 

因为有界 Lebesgue 零集 E 使是 Lebesgue 零集，所以 

Lebesgue 零集 E 使是 Lebesgue 零集.而型集乘 i 后仍是型集.因 
a a 

而当尽是 Lebesgue 可测集时，也 e 五. 

a 

13.⑴当/(岣是 [ a , 6] 上的连续函数，单调函数、阶梯函数时，/必是 
上 Borel 可测函数. 

( ii ) 当 /( x ) 是 (- oo , + oo ) 上处处可微的函数时，证明 ^/( x ) 必是 （- oo , + oo ) 
上的 Borel 可测函数. ^ 

证 ⑴当/是连续函数时，五 (/ > c ) 是闭集.当/是单调（上升）函数时, 
E{f ^ c ) 是区间[: r 0 , 礼或 （ x 0 ,6]. 当/是阶梯函数时，五 (/ 彡 C ) 是若干个区间 
的和集，它们都是 Borel 可测集. 

小+^)-/⑷ / / x 、 H 

( ii ) 令 fn(x) = - y - = n (/ + 5) — •则 ^/(^) = 

n 

lim f n ( x ). 由于 {/ n } 是一列 Borel 可测函数,所以是 Borel 可测 函数. 

n—►oo ax 

习题 3.2 

1 .设( X , 是完全测度空间，五 C X ，{/ n }，{/ i n } 是五上两列可测函数, 

并且 fn 今 f , h n 4 h ( f,h 是 E 上有限函数)，证明 
⑴/是五上可测函数 

( ii ) 对任何常数 a ， 久 a/ n + /?/ i n af + ph 
(以下再设 f ^ t ( E ) < oo ) 

( iii ) f n h n fh 

( iv ) 当 {/ i n }, h 在 E 上均几乎处处不为零时， fn / h n => f / h . 

举例说明当 〆 £*) = oo 时， （ iii )，（ iv ) 不 成立. 
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证⑴由于 /n # /,有 {/ n } 的子序列 {/ n fc } 使 / n fc ^/ •所以/是五上 
可测函数. 

( ii ) 由于 E {\ af n -\-( 3 h n — af — ( 3 h \ > e ) C E (^\ af n — af \ > \^j E ^\( 3 h n — Ph \ 

〉 l )= 五 (1 /n - f \> ^|) U ^ l^n _ / l | > ^|). (当 ^ = 0 时第一个是 0). 

由 /n # /./ l n H.fl 


\fn ~ f \> 


2H 


0, // ( \ h n — h \ > 


m 


0, 从而 


E(\af n /3h n - (af - Ph)\ > e) 0 (\/e > 0 ), 


即 a/n + I 3 h n af (3 h . 

( iii ) 在 {/ n } 中有子序列 {/ nfc } 使 f nk ; f . 在序列 { K k } 中又有子序列 
使 h nki ^ h . 这时，子序列 / n fci . hn k .-^ fh . 从而 fn k hn k . ^ fh . 所以 

fnhn ^ / h. 

( iv ) 与 （ iii ) 类似,有子序列 .即 l / h nk -^ l / h . 

且 /nfc 一 /. 所以 fnjh nk -^ f / h . 于是 fn k / h nk f / h . 所以 fn/K f / h . 

下面举例说明在 fi ( E ) = oo 的情况下 ,( iii )( iv ) 并不 成立. 

例 考虑 Lebesgue 测度空间，五= [ l , oo ). /为如下函数：在 [ n，n + 1) 
上， /( x ) 取值为 n •即 /( x ) = [ x ]. (当 x > 1时)•又 {/ n } 是如下函数列 

f n ( x ) = f ( x ) + 这时， {/ n } 在 [1, OO ) 上一致收敛于 /• 当然 /n 4 /. 但 
n 

fl ^ P (BP "n = / n ， & = / 时 fnh n ^ fh .) 实际上， E (\ f ^~ f 2 \ 〉 1) 〕 [71， ⑵)， 
而考虑 f 及 } 仍一致收敛于把它们作为 h n Rh 就说明 （ iv) 也不 
成立. 

3.设/是直线上 Lebesgue 可测集 E ( m ( E ) < oo ) 上的 Lebesgue 可测函 
数.证明必存在 E 上一列阶梯函数（在有限个有限区间上为非零常数,其余地方 
为零的函数 Wn ) 使得下面两式子同时成立：= /,%?/.在 m ( E ) = oo 

w — /成立,并举例说明 ^ Pn ^ f 不成立. 

m 

证 由 Jly 3 HH 定理,对任何5 > 0,有全直线上的连续函数/ I ，使五 (/_ / I ) 
的 Lebesgue 测度 < 

由于 m ( E ) < oo , 先取 n , 使 m(E f |((- oo , - n ) jj ( n , + oo ))) < 5, 再取全直线 
上连续函数 / i ， 使 m ( E(f _ / i )) < 5且 / i 在 [- n , n ] 之夕卜取值为 0 .由 / i 的一致 
连续性，有全直线上阶梯函数 p 使 E {\^ - h \>6) 是空集. 

这样,对任何5〉0,有全直线上阶梯函数 p 满足 


mE(\f — (^| > 5 ) < 5 . 




当取 5 = ^(n = 1,2,3,…）时,得到一列阶梯函数 {(^ n }. 满足=> /. 再取一 

个子列 Wn k }, 可使 Wfc => /且 Prifc —/. 

当五= (- oo ,+ oo ) 时，取/三 1. 这是个 Lebesgue 可测函数,但阶梯函数在 
一个有限区间外只能为0,因此无法使4 /. 

5. 证明 Jly 3 HH 定理在 fi ( E ) = oo 情况 成立. 

证仅对 E = (- oo ,+ oo ) 情况来证.对任何 6 > 0 (可设5较小).考 
虑一列闭区间 [5, 1 — J ], [1 +会,2 -引， [2 + $，3 -引，…及对称的一列闭区间， 

△ △ 4t T ： 

于是在每个区间中有闭子集 Fis ^ F 2 S ^ ---(还有 F -1,5, F _2,5， 等等）满足[6，1 _ 
5] - F 1J? + - F 2S , …的 Lebesgue 测度小于…等等 • / 在 

L L △ 

+ OC +OC 

仏,巧5,…上都连续，从而 |J F n ，5 上/是连续的•而 IJ F n ，5 的余集的 

n=—oo n=—oo 

Lebesgue 测度仍不超过5的某一 倍数. 


7•设 E 是 Lebesgue 可测集， {/ n } 是 E 上 Lebesgue 可测函数 序列. 并且 
fn^f (有限函数）又设/ I 是直线上连续函数.问是否有 h ( f n ) 今聊 为什么？ 

m m 

又问吗？ 为 什么？ 

解上面题1的例子说明当 / l ( x ) = X 2 时由 f n ^ f 不能得出 h ( f n ) => h ( f ). 
至于 fn G ) / G ) 的问题，由于 f 是 E 上 Lebesgue 可测函数至少应 

要求 x e E 时 i G 例如 E = (0, oo)，E = E 1 等. 但依旧不能使 /n (-) => 

X \ 2/ / 

’ (;) 成兑 

上取值为 n ， 在 |， oo ) 取值为1的函数，这时 E (\ f n - f \> e)G ^0,^,所以 

/„ 4 /, 但 /„ ⑴ # / ( 臺). 

9.设 / 是 (- oo , + oo ) 上 Lebesgue 可测函数,而且对一切 ti , t 2 G (- 00 , + 00 )， 


，例如 .E = (0, oo )./ 是 E 上恒等于1的函数，而 / n 则是在 ( 0 , 0 


证明必有常数 C 使得/⑷二义 

证取 ti = (2 = 0时，/(0) = /(0) + /(0),所以/(0) = 0,又对任何正整数 
n 及任何 t 6 (- 00 , + 00 )，有 


f ㈣ = f ( t ) + … • + /( t ) = nf ( t ). 



= f(f )， 
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并对任何 f G (― oo ,+ oo ). (—t) = / (0) = 0, = 因此，对任 

何有理数 r 及实数 t ， 成立 f(rt) = r/ ⑴. 

记五 n = E(-n < f(t) < n) = {t e (— 00 ,+oo)| - n < f(t) < n}, {E n } 

OO 

是一列 Lebesgue 可测集 ， 及 C E 2 C 丑 3 C … ， 五 n = (-°° 5 + 00 ). 所以 

n=l 

m(E n ) 00 , 从而有 n 0 使 m(E no ) > 0, 再考虑五 n 。 f|(-/c ， /c)(/c = 1,2, 3 ,…），由 

OO 

于这是一列单调上升的 Lebesgue 可测集 |J (丑 n Q fl ( U )) = 五 抑 . 又有知使 

m(E no f](-k 0 ,k 0 )) > 0. 这个集 E nQ 门(-记为五. 于是 ， E 是有界的、正 
测度的 Lebesgue 可测集，且/在 E 上的取值有界， m(E) > 0{m{E) 是有限数). 
于是有开集 0 使得 ODE (可取 0 C (-知，知)）且 m{0) < l.lm{E).0 的构成 

区间为 ( ai ,6 i ), ( a 2 ,6 2 ), ---从而 - a ^) <1.1 m (五门(知， K ))^ 于是 

有一个 1 / 使 k - 〜< l.lm{E^\{a v ,b v )). 这样我们得到一个 Lebesgue 可测集 
E = E 门 KA )， 它满足云 C KA ), m (甸 〉 > 0.9(6, - a ,) 且当 
t G 云时， -n 0 < /⑴ < n 0 (由于 t e E C E C E no ). 

取 5 = 0.1(6,- a ,), 于是当数 s G (— M ) 时，集 t s E(= {s^t\teE}) 即为 
把 云平移 s 所得的集， T SJ g C ( 〜 + 5), 因此 r s Ef]E 不空. [瓦丁 都在 
( a , - 5 A + 5) 中，如果不交，那么 m(E[jT s E) = m ( E ) + m{r s E) = 2m(E) > 
1.8(6// _ 〜 ) ，与 771 ( 五 U t s E) ( (b 口 + S) — (a^ — S) = 6^ _ cl v -I- 2S = 1.2(6^ ~~ 〜）矛 
盾!）实际上，由于 E , t s E 的测度都〉 0.9 队-〜)，和集测度< 1.2队 - 〜)，从 
而交集的测度至少为 0.6 (k - 

由于 Ef ] r s E ^^ ueEf ] r s E , 即 u G 云且 u s G 風即 s 是云中两 
个数的差.因此 〜 

\u — v\u, v G £/} D ( — (5, (5). 

而对任何 s G (- d , S ) J ( s ) = f ( u )- f ( u - s ) 必在（- 2 no ,2 n 0 ) 中，从而对任何正 
整数 n , 当 s G (-立，么)时 ， ns G (- M ), |/( n 5)| ^ 2 n 0 , |/⑷| < —• 

\ n n J n 

这样,对任何 e 〉0,先取一个 n 使 e .再取心=^，当 s e (-^,50 
时 ，/⑷ e (-6,6 ). 这就证明了 /在0点6?连续性.而当实数% { t n } 使 — to 
时. f ( t n ) 一 /(to) (H f ( tn ) — f ( to ) — f (tn - to ) — /(o) = 0) .记 /(l) 为 C 时， 
f(r) = r/ ⑴ =rc (r 为有理数).由 / 的连续性对任何 t G (-oo,+oo), 取一列有 
理数 r n 使 r n — t, /⑷= lim f(r n ) = ct. 

n—oo 





习题 3.3 


1. 证明，对 [ a ，6] 上非负连续函数/，如果 y f { x)dx = 0,那么 /(X) 三0.如 

果 Lebesgue 积分换成 Lebesgue - Stieltjes 积分，结果如何？ 
r b 

证如果/ f { x)dx = 0. 必定 /( x ) 三0,用反证法，如果在某个 x 0 G [ a , 6] 

处， f ( x 0 ) > 0. 则有 x 0 的一个环境 （ a ,/?) 中， /( x ) 〉 于是 j f ( x)dx ^ 

1 

/ f ( x)dx ^ ((3 - a ) - ~ f { x 0 ) > 0. (如果 x 0 = a 时 a 为 a ， 如果 x 0 = 6 时，"为 
b ). 与假设矛盾. 

在 Lebesgue - Stieltjes 积分时，由于可能 g {{ a ,(3}) = 0 (a < (3). 结论未必 成立. 
3. 证明定理 3.3.13 中 -oo < a，b < + 00 ,而 p 换为 [ a , 6] 上多项式 p ( cc ) 或 
三角多项式也是可以的.但如果 [ d ，6] 为（一 oo ，+ oo ) 时，问阶梯函数类，多项式 
函数类，三角多项式函数类中哪一个类使定理 3.3.13 成立？哪些类不能成立？为 
什么？ 


证仍就 Lebesgue 积分情况来证.对 [ a , 6] 上 Lebesgue 可积函数/,有 
[ a ,6] 上连续函数#使/ |/ — ^|dx < 6. 而对于 [ a ,6] 上连续函数化又有 
多项式函数 p ( x ), 使 \^{ x )- p { x )\ < e(x e [ a ,6]. 其中 e 是给定正 数). 从而 

rb pb pb 

/ \f - p\dx ^ / \ f -( p \ dx -\- / \( f - p\dx < e -\-( b - a )£. 

a 对于三角多&式来说，由于1角多项式是为周期的函数，所以要求 6 -a < 
2 jt . 另一方面， [ a , 6] 上连续函数可以用阶梯函数一致逼近（由#的一致连续性). 
因此对阶梯函数类同样成立.但如果对 （- oo ，+ oo ) 来说,阶梯函数_依旧使结论 
成立•（先取 n 使/ |/|dx < £：. 再取阶梯函数 / i 使/ \ f - h\dx < 


(-oo,-n) lJ(n,+oo) 


e . (在（― n ， n ) 外 / i 为 0) 于是 


|/|dcc < £：. 再取阶梯函数 / i 使/ \ f - h\dx < 

J —n 

r oo 

I /- h\dx < 2 e . 对于多项式来说，除了 


p ( x ) = 0之夕卜，多项式函数 p ( x ) 不是（- oo ,+ oo ) 上 Lebesgue 可 积的. 而对于三 
角多项式来说，除了恒为 0 的函数，由于 y Mdx 〉 0, 所以 j w\dx = 00 . 

也不是 Lebesgue 可积的.因为定理 3.3.13 的结论更无从谈起了. 

5. 如果 

( . 1 

sm — 

fix ) = I — 0 < x < 1， 


x = 0. 


讨论 a 为何值时,/是 [0,1] 上 Lebesgue 可积函数或不可积. 




如果 


|x| > 0, 


0, x = 0, 


讨论 a 为何值时，/是 (- oo , + oo ) 上 Lebesgue 可积或不可积 • 

.1 

sm — 1 1 

解在[0, 1] 时，由于—^ . 当 a < 1时，因为 - ^是 Lebesgue 可积 


sm — 11 

的，所以 一 ^ 是 Lebesgue 可 积的. 当 a = 1 , 即函数 /( x ) = 丄 sin 土在[0, 1] 上 

x a X X 

不是 Lebesgue 可积的 .（在 [^, ^] , [^,却[士， ▲] ，…上/⑷是连续 

函 数且是取值非负的. Lebesgue 积分的值等于 Riemann 积分的值 

1 . 1 , f 3n siny ( 1\ 

I - sm - dx = / - ay x = -. 

^ x x J 2n y V yJ 


这些积分的值并非绝对收敛的.而当 a > 1时. 


所以当 a 彡 


时， /( x ) 在[ 0 , 1 ] 上不是 Lebesgue 可 积的. 

而当在 (- oo ,+ oo ) 上的函数 f(x). 由于/是奇函数，只要讨论在 （ 0 , oo ) 上 
的可积性.同样在 a > 1 时/是不可积的.而在 a < 1 时/依然是不可积的与 
前面类似，但/在 ( l , oo ) 上是不可积的. 

7 •当/是 (- oo , + oo ) 上 Lebesgue 可积函 数时. 证明 

lim [ \f(x - h) — /( x)|dx = 0 . 

h — 0 J a 

如果 / 是上可积函数时,上式是否成立？为什么？ 

证对任何 e > 0 ,有 (- oo , + oo ) 上连续函数^ (且在某区间外取值为 0 ) 使 

/ +oo p+oo 

|/ 一 (f\dx < £. 从而 / \f(x -h / i ) - (f(x -h h)\dx < e . 函数 p 设在 [ a , 6 ] 

外另 0 . 于是在 [a - 1 , 6 + 1 ] 外更为 0 .由 p 的一致连续性,对 e > 0 ,有 /i > 0 

(可设 ft < 1 ) •使 \^>{x) - (p(x 4 - / i )| < -~~ —rr; ⑽). 这时. 

0 — a-{- Z 

/ +oo 

|/(x + ") -/( x)|dx 

-OO 

/ +oo r+oo 

|/(x + / i ) - p(x + h)\dx- {- / \(p(x + / i ) - (f(x)\dx + 


\(f(x) — (f(x -h h)\dx 
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<3 s (式中 


•+oo 


\(f(x + /i) — (f(x)\dx 


• 6+1 


\(f(x + h) — (f(x)\dx < e). 


r+oo 

这就说明 lim / \f(x + /I) - /(x)|dx = 0 (积分在有限区间上时更加趋于 

h -^0 /_ 


零). 


对 ( E ' L ' g ) 的情况请自行讨论. 

9. 证明引理2中的数列 { M ^} 换成一般的趋于无限大的数列时仍成立. 

证弓瞄2是说，设 （ x ， R , / x ) 是测度空间 , E G 丑,并且£；是 a - 有限的,并且 
/> 0.{ E { n j) }(j = 1， 2) 是 E 的两个测度有限单调覆盖， { M ^} (z = l ,2) 是两列 
趋向 + oo 的单调正数列,如果 \ im ^ J ^ < oo .贝 Ij J ^ [/] M ^) d/x = 

lim [ [/] M md / x . 现将 { M ^} 的条件改为 —+ oo 的正 数列. 

n—>oo Je 、 1 、 lvln 

{ mP } — + oo , 于是可取它的子数列 { M ^} 是单调上升的.从而 
i / < ) [/] <> d ^ = n 1 ™o /邱)[~_.如果！ 不存在 •可 

以取 M ^ 2) 的两个单调上升的子序列，相应的 ^ (2) [/] M ( 2 fc ) d / x 有不同的极限.与引 

理2矛盾！ ^ 

11. 设/是 Lebesgue 可测函数 g 是大于1的某个数.证明：如果对于任 
何满足 |/ i| g Lebesgue 可积的可测函数 h，fh 是 Lebesgue 可积的，那么 |/| p 必是 

Lebesgue 可积的，这里 p 是满足 - + - = 1的正数. 

V 9 

本题最简单的做法是利用下册中的共鸣定理.在直接做时是根据/来构造 
一个 h 使^ 可积.由// I 的可积说明 P 可积（题中的/仅需对非负函数来做) 
这里略去. 

习题 3.4 

1. 证明级数形的 Levi 引理： 设是 E 上非负的可积函数序列，并且 
[ ^ nd/X < OO , 那么函数项级数 f ^ Un 必几乎处处收敛于五上一个可积函 

n=l E n=l 

数/,并且 ^ 

/ / d/x w nd / x . 

Je Je 


E 


证记 /n = •于是 h < h < f 3 ( … ，{/ n } 是五上可积函数列，且 

k=l 

n - oo p 

fndfl = Ukd ^ ^^2 I Und ^ < °°. 由 Levi 引理 {/ n } 几乎处处收敛于 


n = l * 7 ^ 
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-个 E 上可 积函数 /，且！ / £ = // M . 即 


^2 J Uk ^ = 



3.设 /( x ) 是 (- oo , + oo ) 上满足/⑼= 0而关于 (E l ,L 9 ,g) 的可积函数， 
试举岀一个仏说明；£ f(n 2 x) 未必在 (- oo ,+ oo ) 上几乎处处收敛于一个关 

于 可积的 

答举例如下 y 为在每个正整数上（单点集）使 g({n}) = ^ 的测度（对不‘ 
含正整数的集 E,g(E) = 0).f(x) = 1,/(0) = oJ / d ^ = £ 4 < °°* / 

(:r#0 时） ^(-oo,+oo) n=l 几 

是可积的.而这一列函数都是 /. 

5•设 /( x ) 在 （0, oo ) 上 Lebesgue 可积，并且均匀连续，那么 = 0 
举例说明均匀连续的条件不可去掉. 


证用反证法.如果 lim /( x ) # 0 (包括 cc — oo 时 /㈤ 无极限的情况) 

X —OO 

则有一列 {x n },x n 4 oo 但 \ f ( x n )\ > e ( e 是某个正数).可设 { x n } 单调上升且 
Xn^ i-Xn > 1.由/的均匀连续性,对上述的£：,有 (5 > 0 ^可设^ | j 当 x 、 x ” 

满足 | x ，- x "| < 5时， \ f ( x f )- f {^ r )\ < 于是，在 ( x 1 -6, x 1 + S ),( x 2 S , x 2 +6) r - 
上. \ f ( x )\ > 由此 


l/|d 工 


oo . 


J y (x n -S,JC^-\-6) 

TV= 1 

与 / 在 （0, oo ) 上 Lebesguie 可积細矛盾. 

当/仅有连续条件时，未必由/的叮积性能推出 例如: /在 
整数 {0, 1，2,… } 上取值为0,而在 （n - 1，= 1，2,3%°^)中图像为在中点处 

高为1,底边 长为+ 的等腰三角形（如图)，这个函数在 （0, oo ) 是 Lebesgue 可 


积的，积分值为 



)，但 lim /( x ) ^ 0. 

J X— >00 


A A H 


7. 证明 Riemann-Lebesgue 引理：当 / 在（- oo ,+ oo ) 上是 Lebesgue 可积函 
数时 ， lim /( a ) = 0. 

Of — 士 OO 





证仅就 / 是实值函数来证.要证 y f(x)cosaxdx 及 j /(x)sinaxdx 
当 a — 土 00 时极限为 0. 先设 / = X[a,b]([a, b] 上特征函数).这时 

r b 1 

/ coscmlcc = — (sin ab — sinaa) — 0 (a — ^ 士 oo 时)， 

Ja a 

r b 1 

/ sinaccda; = - (cos ab — cosaa) 0(a —> 士 oo 时 ). 

Ja a 

对于 （ -oo ， +oo) 上 Lebesgue 可积函数 / ，对任何 e > O. 可取阶梯函数 pOr ) 使 

/ +oo r+oo 

1/ — ^p\dx < e . 从而 / |/(x) cos ax — (f(x) cos ax\dx < e . 就有 

-oo J —oo 

p-\-oo r+oo 

/ f(x) cos axdx 彡 e + / (p(x) cos axdx 


由上所述对阶梯函数 W ( x ) cosa:rdx — 0 (a — 士 oo 时）有限的，并且 

/ > 0. { E { n j) }(j = l ,2,3 ,...r 是五的两列测度有限单调覆盖， { MP(i = 1,2) 是 
两列趋向 + oo 的单调增加正数列.如果 

Um . 


那么必然有 lim 


[/ L( 2 ) d M = lim [/ U ⑴ d ". 


实际上，这个引理可以叙述成如下的形式：设 ( X , R ^) 是测度空间 ， EeR 
并且五是 a - 有限的，又设/是 E 上可测函数，并且/ > 0. 如果对任何 E 的测 

度有限子集云及正数 M，sup Jjf } M dfi < oo . 则对于 E 的任何测度有限单调覆 

盖 { E n } 及任何单调上升趋于无穷大的数列 { M n }. 

lim [ [ f } M n dfji = sup { [ [ f ] M dfi\E ^ E 的测度有限子集， M 是正数] ► • 

n— >00 Je I J 豆 J 

这样，奇以给出如下的证明.其中条件 为:设 ( X , R ,^) 是测度空间 ， EeR 
且五是 a - 有限的， f 是 E 上可测函数且/ > 0.设 {£； n } 是五的测度有限单调 
覆盖， { M n } 是趋于 + oo 的正数列 lim / [ f] Mri dfi < oo . 

n —°° JE n 

记 lim / [/ Wj/x 为 c . 于是对任何正数 M , 有 no , 当 n 彡 no 时， 

n -^°° JE n 

M n ^ M . 这时 , ^ f [/] M d / x . 所以 c 彡 f [/] M d/x 由 M 的任 

J En J E n J Eri 

意性 , c > / [/] M + nd / X , 由引理 2 •对五的任何测度有限子集風 { E [ jE n }^E 

JEr , 


的测度有限单调覆盖, 


E\JE t 


[/] M + nd / X 单调上升且有界，故有极限，极限 



lim / [/] M+7l d" = lim / [/] M+n d" < c. 从而 c = sup ^ / [/] M d/x > X 

n ^°° JE \ JE n n - f °° JE n { Je J 

/ +oo p-\-oo 

cos emir < e . 即得 / /(x)cosaaxlx < 2 e . 
■oo J — oo 

/ +oo p+oo 

/(t) coscmir — 0 (a — 土 oo 时)，对 / f ( x ) sin axdx 同样可证. 

9?° 在假设 Fatou 引理已被证明的情况下,€°明由它可以推出控制收敛定理 
1和1: 

证仅证下面的控制收敛定 理：设 {/ n } 是五上一列可积函数，且 |/ n | < 

RF 是 E 上可积函数，且 / n — / (在 E 上几乎处处）则/可积且/ / d/x = 

Je 

lim / f n dfi . 

71— OOJe 

由于 l / nl 彡 F, 故 / n 彡 -K 由 Fatou 引理 ， lim / n 是五上可积函数且 

n—oo 

/ lim / n d" ^ lim / f n dfi . 

JE n—>oo n — kx » JE 

而对于 {- / n }. — fn > — F . 同样有/ lim (— /n)d/x 彡 lim j (- / n )d/x •但 

JE n—>oo n—>oo JE 

lim (-/ n ) = - lim / n , lim [ (— / n )d" = - Hm [ / n d "， 即有 ISi / n d " 彡 

n—oo n -^°° ti — ooJe n^ooj J E n^oo 

lim [ fndfx . 由于 / n ^/, Sin f n = lim / n = /. Sin [ / n d/x ^ [ /d/x ^ 
n —°°JE n ~^°° Ti — oo n —°°JE Je 

lim f f n dfi . 所以 
n — kx » J E 

lim [ f n dfi= [ /d/x. 
n —°°JE Je 

11. 在全有限的测度空间中,举例说明 Levi 引理中第一个函数 A 的可积性 
这个条件是不能少的. 

解 举例 如下. 考虑 Lebesgue 测度， E = (0,1], /i(x) = i ,/ n ( x ) =丄, 


f ( x ) = 0. 这时 /n — /• / fndm 

Ao ， i ] 


/dm = O./i > h > h > 


lim / / n dm ^ / / dm . 

w 00 7( o , i ] J ( o , i ] 
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(说 明： 数 I , 1，3表示第一章，§1，第3小节（段),其余类推) 


——对应 . I , 2, 3 

二 画 

二进制小数 . 1,2,7 

二重积分 . 111,5,4 

二重级数 . III , 5, 4 

几乎处处 . III , 2, 1 

〜收敛 . III , 2, 1 

〜相等 . III , 2, 1 

三 画 


右方〜，左方〜 . 111,6,3 

上限（上极限) . I , 5,2 

上限函数 . 1,5,2 

上确界 . I ，3, 1 

上限集 . 1,1,3 

下界 . 1，3,3 

下限（下极限) . I , 5,2 

下限集 . I , 1,3 

下限函数 . 1,5,2 

下确界 . I , 3, 1 

下导数 . III , 6, 3 

左方〜，右方〜 . 111,6,3 

子集 . I , 1, 1 

广义测度 . III , 8, 2 


小数 . I , 2,7 

P 进制〜 . I ； 2, 7 四 画 

三进制〜 . I , 2,7 

上界 . I , 3,3计数 . 

上导数 . III , 6, 3元素 . 


I, 2,6 
1 , 1,1 
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索 
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无处稠密集 . I , 4,6 

无限集 . I , 2,6 

开集 . I , 4,2 

〜的构成区间 . I , 4, 2 

〜的构造定理 . I , 4, 2 

开区间 . I , 4, 1 

不可列集 . I , 2, 7 

不可测集 . II , 4, 5 

不相交的集 . I , 1, 2 

不定积分 . III , 7, 1 

区间 . I , 4, 1 

区间套定理 . I , 5,2 

内限点集 . 11,4,3 

分部积分公式 . III , 8, 4 

牛顿-莱布尼茨公式 . III , 7, 3 

公理 

Zermelo . . I , 3, 4 

引理 


可测集 . HI , 1, 1 

. . II , 4, 2 

Lebesgue . . II , 4, 2 

Lebesgue - Stieltjes 〜 . II , 4, 2 

可测矩形 . III , 5, 1 

可测空间 . HI , 1, 1 

Lebesgue . . Ill , 1, 1 

Lebesgue - Stieltjes 〜 . Ill , 1, 1 

可测映照 . III ，3, 4 

代数 . II ，1，1 

. . . II , 1, 2 

外限点集 . II , 4, 3 

外测度 . II ，3,1 

包含 . I ，1，1 

对称差 . I ，1，2 

对等的集 . I , 2,4 

对角线法 . III ，6, 4 


Fatou ~. III ，4, 2 六 

F . Riesz 〜 . III ，6, 3 

Levi 〜 . Ill , 4, 2次可列可加性… 

Zorn . . I , 3, 4交集（通集、交) • 

双射 . I , 2, 3闭包（包) . 

闭集 . 

五 画 有限可加性 . 

有限集 . 

半序集 . I , 3,3有限测度 

正变差函数 . III , 6, 4 全〜 . 

正部 . III ，3, 2 G - 〜 . 

正规分解 . III ，6, 4 全 a - 〜 . 

可加性 . II ，0;11，2, 1， 有界集 . 

可列集 . 1,2, 7有界收敛定理… 

可列可加性 . II , 0;11, 2, 1有理数集 . 

可逆映照 . I , 2,3有界变差函数… 

可测函数 . Ill , 1, 1原像 . 

Borel 〜 (Baire 函数) . Ill , 1, 5全变差 . 


画 


. II ，2,2 

. I, 1,2 

. I , 4,4 

. I , 4,4 

II ，2, 1;11，2, 4 

. I, 2,6 

. II , 3, 3 

. II ， 3, 3 

. II , 3, 3 

. I , 5,2 

…… III ，4, 1 

. I , 2,7 

…… III ， 6, 4 

. I, 2,1 

. III ， 6, 4 
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条件 

Caratheodory 〜 

Lipschitz 〜 . 

Riemann 可积的充要 〜.… 

阿列夫 N . 

阿列夫零 N 。. 

八 画 

_ . 

嫌 . 


全序集 . 

全连续函数 . 

负_ . 

自密集 . 

导岀数 . 

右方〜， 左方〜 . 

导» . 

导$ . 

收敛 

〜点列 . 

〜 集歹 ll . 

七 画 

完全测度 . 

〜空间 . 

完全集 . 

Cantor 〜 . 

初等分解 . 

极大元 . 

士 U K 日 . 


I ，3, 3 〜集 . I , 4, 1 

III ，7, 2 〜 的上确界、下确界 . I ，4, 1 

III ，3, 2单调函数 . III , 6, 1 

I , 4,5单调类 . II , 1, 3 

III , 6, 3单调集列 . I , 1, 3 

III , 6, 3单调数列 . I , 5, 2 

III , 6, 3定理 

， I , 4,4 上确界 存在〜 . I , 5, 2 

开集的 构造〜 . I , 4,2 

• I , 4, 3 Cantor 区 间套〜 . I , 5, 2 

. I , 1, 3 EropoB . . Ill , 2, 2 

Bernstein .. I , 2, 4 

Fubini .. Ill , 5, 4; III , 6, 3 

Hahn 分解〜 . Ill , 8, 2 

II , 3, 2 Heine-Borel 〜 . I , 5, 2 

III , 2, 3 Helly . . Ill , 6, 4 

I , 4, 5 Jordan 分解〜 ..... III ， 6, 4; III , 8, 2 

I , 4, 5 Lebesgue .. Ill , 4, 1 

II , 2, 2 Lebesgue 分解…. III , 6, 4; III , 8, 5 

I , 3, 4 JIy 3 HH . . Ill , 2, 4 

I , 4, 4 Radon-Nikodym . . Ill , 8, 4 

I , 4,4 变换 

I , 1, 3 Fourier . . Ill , 4, 4 

I , 4, 4 Fourier-Stieltjes 〜 . Ill , 4, 4 

I ， l ，2 势 . I , 2,5 

环 . II , 1, 1 

II , 3, 2 a - 环 . II , 1, 2 

HI , 6, 4 环境（邻域) . I , 4,2 

III , 4, 1 环境 . I , 4, 2 

. I , 2, 7 欧几里得空间 . I , 2,7 

• I ， 2, 7 〜中的 Lebesgue 测度 . II , 4, 6 

和通关系 . I ，1，2 

和集 . 1,1,2 

孤立点 . I , 4,3 

• I ，1，1函数 

. I, 5, 1 


点集间 

~ ~区隹 

余^ 
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Dirichlet . . II ，0， 〜的绝对可积性 • 

Heaviside . . III ，6, 2 〜的可列可加性. 

跳跃〜 . III ，6, 2 〜的线性 . 

依测度收敛 . III , 2, 2 〜的单调性…… 

依测度基本序列 . III ，2, 2 〜的变数变换… 

单射 . 1,2,3 〜的全连续性… 

乘积测度 . 

九 画 乘积空间 . 

剖分 . 

测度 . II , 2, 1 

Lebesgue . . II ，2, 2, II , 4, 2 十 一 

〜〜的平移不变性 . II ，4, 4 

〜〜的反射不变性 . II , 4, 4商集 . 

〜空间 . III ，2, 1基本有理数列…… 

Lebesgue - stieltjes 〜 .• II ，2, 3;11, 4, 2控制收敛定理 . 

〜的可列可加性 . II ，2, 1 

〜的全连续性 . III ，8, 4 十二 

〜的强全连续性 . III ，8, 4 

〜的奇异 . III ，8, 5集 . 

〜的等价 . III ，8, 5 〜上的连续函数 

环上的〜 . II ，2, 1 〜序列 . 

映照（映射、变换) . I ，2, 1 〜类（族) . 

〜的定义域 . I ，2, 1 〜〜张成的环 •••• 

〜的值域 . I , 2, 1 〜 的特征函数… 

〜的延拓 . I , 2, 2 〜函数 . 

〜的限制 . I , 2,2等价类 . 

逆〜 . I , 2, 3等价关系 . 

可逆〜 . I , 2,3疏朗集 . 

顺序关系 . I , 3, 3 


+ 画 

通集（通、交集) . I , 1, 2 

像 . : . I , 2, 1 

积分 . II , 0; III , 3, 1; III , 3, 2 

〜的有限可加性 . III ，3, 1 


十三 

零集 . 

跳跃度 .. 

左右〜 . 

稠密集 . 

满射 . 


. III , 3, 2 

. III , 3, 2 

. III , 3, 2 

. III , 3, 2 

III , 3, 4; III , 8, 4 

. III , 3, 2 

. III , 5, 3 

. III , 5, 1 

. I ，3, 1 


画 


. I , 3,2 
• I , 5,1 

IH , 4, 1 


画 


. I ， 1，1 

III ，2, 4 

• I , 1,3 
II ，1，1 
II ， 1， 1 

• I, 1,5 
II ，2, 1 

• I , 3,1 

• I , 3,1 

• I , 4,6 


画 


II ，3, 2 
III , 6, 1 
III ，6, 1 
. I , 4,6 
• I, 2,1 






























































索 

引 

• 311 • 


十四画 


+八画 


截口_ 


• III , 5, 2 

覆盖 . 

测度有限的单调〜 . 

.… I , 5,2 
• III , 3, 2 
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